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COMPARACION DE PRUEBAS DE NORMALIDAD MULTIVARIADA
COMPARISON TESTS MULTIVARIATE NORMAL

1Jaime Carlos Porras Cerron

Resumen

La distribucion Normal Multivariada es utilizada como supuesto de muchos analisis estadisticos paramétricos tales
como: MANOVA, Analisis Discriminante Lineal, Analisis de Componentes Principales, Correlacion Candnica, entre
otras. Es importante verificar el cumplimiento de este supuesto para que los resultados obtenidos con los métodos
mencionados tengan validez. En la literatura estadistica, existen diferentes pruebas que permiten verificar la normalidad
multivariada. Sin embargo, aun no se ha estudiado lo suficiente, los criterios para determinar cudl es la prueba mas
adecuada que se debe utilizar bajo ciertas condiciones como: tamaflo de muestra, nimero de variables, variabilidad
conjunta. En la investigacion se utilizo simulacion de Monte Carlo para la comparacion de cuatro pruebas de normalidad
multivariada que son: Mardia, Henze-Zinkler, Shapiro-Wilk Generalizada y Royston. Se determind que no existen
diferencias significativas en la potencia de las pruebas consideradas en la presente investigacion. Por otro lado, la
implementacion de las comparaciones se hizo con ayuda del programa estadistico R.

Palabras clave: Normalidad Multivariada, Simulacion de Monte Carlo, Variabilidad total, Prueba de Mardia, Prueba
de Henze-Zirkler, Prueba de Royston, Prueba de Shapiro Wilk Generalizada.

Abstract

The Multivariate Normal distribution is used as a course of many parametric statistical analyzes such as: MANOVA,
Linear Discriminant Analysis, Principal Components Analysis, Canonical Correlation, among others. It is important to
verify compliance with this course for the results obtained with the above methods are valid. In the statistical literature,
there are different tests to verify multivariate normality. However, it has not yet been studied enough, the criteria to
determine the most appropriate test to be used under certain conditions such as sample size, number of variables, joint
variability. Mardia, Henze-Zinkler, Shapiro-Wilk Pervasive and Royston: Monte Carlo simulation for comparison of
four tests of multivariate normality that are used in research. It was determined that there are no significant differences
in the strength of the evidence considered in this investigation. Furthermore, the implementation of comparisons made
using the statistical program R.

Keywords: Multivariate Normality, Monte Carlo Simulation, Total Variability, Mardia test, test-Zirkler Henze, Royston
test, Shapiro Wilk test Generalized.

1. Introduccion

Muchos métodos de analisis estadisticos como: el
Analisis Multivariado de la Varianza (MANOVA), el
Analisis Discriminante Lineal (ADL), el Analisis de
Componentes Principales (ACP), Correlacion Canodnica
(CC), entre otros, requieren el cumplimiento del supuesto
de normalidad multivariada. Si los datos provienen
de una distribucion normal multivariada (exacta o
aproximadamente), los métodos antes mencionados
podrian brindar resultados confiables. Caso contrario,
el rendimiento de los métodos podria disminuir
dramaticamente, es decir sus resultados no serian

confiables.

Para verificar si un conjunto de datos proviene de una
distribucion normal multivariada se puede hacer uso
de graficos (procedimientos descriptivos) o de pruebas
estadisticas  (procedimientos inferenciales).Si bien
es cierto que los métodos graficos son mas faciles de
interpretar, las pruebas estadisticas nos permiten una
mejor generalizacion de los resultados.

La presente investigacion tiene como principal objetivo
comparar cuatro pruebas estadisticas que permiten
evaluar siun conjunto de datos se ajusta a una distribucion
normal multivariada. Las pruebas a utilizar son: Mardia,
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Henze-Zinkler, Shapiro-Wilk Generalizada y Royston.

La potencia de pruecba es el concepto que nos puede
ayudar a elegir cual es la mejor prueba en diferentes
escenarios propuestos determinados segun el tamaifo de
la muestra, el nimero de variables de la matriz de datos y
la variabilidad total de los datos.

La obtenciéon de la potencia de prueba que permite
comparar estas pruebas se realizard a través de
simulacion de Monte Carlo mediante la elaboracion
de procedimientos obtenidos con ayuda del programa
estadistico R.

2. Revision de Literatura

Existen diversos procedimientos (graficos y pruebas
estadisticas) para verificar la normalidad multivariada.

Burdenski (2000) evalué algunos procedimientos
univariados como: grafico Q-Q, diagrama de cajas,
diagrama de tallos y hojas. También utilizo otros graficos
bivariados como: contorno, perspectiva y Chi cuadrado
Q-Q. Asimismo, hizo uso de pruebas univariadas de
Shapiro- Wilk y Kolmogorov-Smirnov.

Svantesson y Wallace (2003) aplicaron las pruebas de
Royston y Henze-Zirkler a conjuntos de datos simulados
con diferentes caracteristicas.

De acuerdo a lo revisado por Mecklin y Mundfrom (2005),
mas de cincuenta métodos estadisticos estan disponibles
para verificar si un conjunto de datos proviene de una
distribucion normal multivariada.

Holgersson (2006) resalté la importancia de los
procedimientos graficos, y presentd una herramienta
gréfica simple basada en el diagrama de dispersion de
dos variables correlacionadas que permite verificar si
los datos provienen o no de una distribuciéon normal
multivariada.

Ramzan et al. (2013) aplicaron a datos reales los graficos
Chi- Cuadrado y beta Q-Q para verificar la normalidad
univariada y multivariada.

Como se puede apreciar, existen muy pocos trabajos de
investigacion que permiten comparar diferentes pruebas
de normalidad multivariada mediante su potencia de
prueba.

3. Materiales y métodos
Materiales

Para realizar la aplicacion del presente trabajo de
investigacion, se utilizaron diferentes funciones del
programa estadistico R version 3.2.2.

La funcion mvrnorm del paquete MASS permite la
generacion pseudoaleatoria de datos provenientes de una
distribucion normal multivariada.

La idea es generar diferentes escenarios. Estos escenarios
implican que los conjuntos de datos presenten distintas
caracteristicas que incluyen: el tamafio de la muestra (n),
el nimero de variables (p) y la variabilidad total de los

datos (varianza generalizada). Para los datos simulados,
se considerara un vector de medias igual a cero, dado que
lo que se desea es priorizar la evaluacion de la variabilidad
de los datos.

Por ejemplo, si se fijan las siguientes caracteristicas de
un conjunto de datos: 50 observaciones, § variables y con
una varianza generalizada de 5. Este tipo de conjunto de
datos por simulaciéon de Monte Carlo se repite r veces y
en cada una de las repeticiones se evalian las diferentes
pruebas estadisticas de interés.

Los paquetes MVN y mvShapiroTest del R fueron
utilizados para obtener los resultados de la evaluacion a los
datos generados de las diferentes pruebas de normalidad
multivariada considerados en el presente estudio.

Finalmente, se elaboraron funciones (ver anexo) que
permitan evaluar la potencia de las diferentes pruebas de
normalidad multivariada consideradas.

En la tabla 1, se presenta una breve descripcion de los
conjuntos de datos que seran simulados. Para cada
escenario propuesto, se indica: el tamafo de la muestra
(n), el nimero de variables (p) y la variabilidad total de
los datos (VT).

Tabla 1. Descripcion de la estructura de los datos
simulados.

Escenario n p VT
1 1
3
2 144
30
3 ; 1
4 144
5 1
3
6 144
100
7 1
7
8 144
9 1
10 . 144
500
11 7 1
12 144
13 1
14 3 144
1000
15 . 1
16 144

Fuente: Elaboracion propia

En cada escenario, se estimara la potencia de prueba de
las diferentes pruebas de normalidad multivariada.

Métodos

A continuacion, se describen los aspectos teoricos de las
diferentes pruebas de normalidad multivariada utilizadas
en la presente investigacion.
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ePrueba de Mardia

Mardia (1970) propuso una prueba de normalidad
multivariada la cual esta basada en la extension de la
asimetria (7 ]y curtosis [}/Zj

1.p -

A 1 n n
7ip :n_zzzm;

i= j=I

A 1 n
V2, 721:'"5 (1)

Donde  m, :(xl. —x)’S’](xi—x) es la distancia al
cuadrado de Mahalanobis y p €s el nimero de variables.
La prueba estadistica para la asimetria (n/6)7,,

distribuye aproximadamente como una Chi Cuadrado
con P(P+1)(I7+2)/6 grados de libertad. Similarmente
la prueba estadistica para la curtosis 7., se distribuye
aproximadamente normal con media p(p+2) y varianza

8p(p+2)/n )

ePrueba de Henze-Zirkler

La prueba de Henze-Zirkler estd basada en la distancia
funcional no negativa, la cual mide la distancia entre
dos funciones de distribucion. Si los datos presentan una
distribucion normal multivariada, la prueba estadistica
se distribuye aproximadamente como una lognormal.
Primero, la media, varianza y el parametro de suavizacion
son calculados. Entonces, la media y la varianza son
lognormalizados y el pvalor es estimado. La prueba
estadistica de normalidad multivariada de Henze-Zirkler
es:

ﬂl
2 D »
2 2

HZ:lzn:ie%D" —2(1+ﬂ2) ieiz(w’z) | +n(1+2ﬂ2) )
n

i=l j=l i=l

Donde:
P : Numero de variables.

1

1 n(2p+1) e
-l

D. = (xl. —xj)'S_1 (xi —xj)

y

D = (xi —;)'S"1 (xl. - ;) =m,

u

En la expresion 2, D,es la distancia al cuadrado de
Mahalanobis de la i-ésima observacion al centroide y Dij
es la distancia de Mahalanobis entre la i-ésima y j-ésima
observacion. Si los datos son normales multivariados el
estadistico HZ es aproximadamente lognormal con media
p 'y varianza o2 dado por:
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y varianza log normalizada del estadistico HZ puede ser
definido de la siguiente manera:

log (1) =1 2 1Y g0 s 3)
og(y)=log N log(a ):log >

Usando la distribucion lognormal con parametros p
y o, se puede probar la significancia de la normalidad
multivariada. La prueba de Wald para la normalidad
multivariada es dada por:

- log(HZ)-log ()
log(o)
ePrueba de Royston

La prueba de Royston usa la estadistica Shapiro-Wilk /
Shapiro-Francia para probar la normalidad multivariada.
Si la curtosis es mayor a 3, entonces se usa la prueba
de Shapiro-Francia para distribuciones leptocurticas.
Mientras que se usa la prueba de Shapiro-Wilk para
distribuciones platicurticas.

Si W, es la prueba estadistica de Shapiro-Wilk/Shapiro —
Francia para la j-ésima variable (j=1,2,...p) y Z, son los
valores obtenidos de la transformacion para normalidad,
entonces:

Si4<n<11; x=ny o, = -10g[y—10g(1—Wj)]
Si12<n<2000; leog(n)ymj =log(1-W) (5)

Como se ha visto, x y ©, cambian debido al tamafio de
la muestra n. Usando ecuacion 5 transforma los valores
de cada variable aleatorio, obteniéndose la siguiente
ecuacion:

o

Z

Dondey, i y o son derivados de la siguiente aproximacion
polinomial:

_ 2 d
Y =ay, ta,X+a, X"+t a,x
_ 2 d
=0y, +a,x+a),x ++a,,x

2 d

log(o) =4y, +a,,x+a, x* +-+a,x

La prueba estadistica de Royston para normalidad
univariada es dada por: <

Y7

=

2
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Donde ¢ es el equivalente grados de libertad y o@(.)es
la funcion de distribucion acumulada de la distribucion
normal estandar tal que:

e=p [1+(p—1)2}

y/j:{m’l[q)(-zj)/z]}z =1.2,.p

Como se puede apreciar en la ultima expresion, el término
C debe ser calculado para poder calcular la significancia
de la prueba estadistica de Royston. El término ¢ debe
ser calculado de la siguiente manera:

E:ZZ % {cif}i#j

~ 5 p(p-1)

Donde ) _{g(l’,j,n)
)=

1 sii=j

Sii#j]

como g(O,n) =0 vy

Con los limites de g(-
- ) es definida de la siguiente

g(l,n) =1.Lafunciéon g
manera:

g(r.n)=r" [1—%(1_,,);:J

Los parametros desconocidos, i, A y v son estimados
mediante simulacion y se concluyd que se debe utilizar
p=0.715 y A=5 para una muestra de tamafio 10<n<2000
y v es una funcioén cibica la cual puede ser obtenida
mediante:

v(n) =0.21364+0.015124x” —0.0018034x"
Donde x=log(n)

e Prueba de Shapiro Wilk Generalizada

Si X, ..X son vectores aleatorios idénticamente
distribuidos en RP, p>1. Si NP(u, ¥) denota la densidad
de una normal p-variada con vector de media p y matriz

de covarianza X.

Si la hipotesis nula H: X, ...X es una muestra de N*(y,
¥) donde p y X son desconocidos, se propone la siguiente
prueba estadistica:

W liW
_pi:I “

Donde W, es el estadistico Shapiro-Wilk evaluado en
la i-ésima coordenada de la observacion transformada
Z,...,2 i=1,...p.
«
La prueba basada en W' rechaza H; en una prueba
de tamafio a si W <c,,  donde ¢, satisface la
- in,p amn,p

ecuacion:

a= P{W* <C,,,! H,es Verdadero}

4. Resultados

Para la determinacion de la mejor prueba, se consider6 la
potencia de prueba, y para la obtencion de este valor se
implementd una funciéon en R (ver anexo).

Asimismo, para no favorecer a ninguna de las pruebas
estadisticas se realizaron 100 repeticiones para cada uno
de los escenarios propuestos.

Luego de realizar las corridas respectivas, se obtuvieron
los resultados que se resumen en las tabla 2 (escenarios:
1,5,9, 13), 3 (escenarios: 2, 6, 10, 14), 4 (escenarios:3,
7, 11,15) y tabla 5 (escenarios: 4, 8, 12, 16); las cuales se
presentan con un grafico de lineas comparativo .

Tabla 2. Potencia de Prueba para p=3 y VT=1

Prueba de Tamafio de Muestra
Normalidad 30 100 500 1000
Mardia 0.96 0.98 0.96 0.94
Shapiro -Wilk  0.93 0.97 0.94 0.95
HZ 0.94 0.96 0.97 0.96
Royston 0.92 0.95 0.93 0.94
Fuente: Elaboracion propia

Pim =

= e

s | —=— Royston.test

‘0 ‘200 LlOO ‘600 ‘800 ‘1 000
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Grifico 1. Potencia de Prueba para p=3 y VT=I.

Tabla 3. Potencia de Prueba para p=3 y VT=144

Prueba de Tamafio de Muestra
Normalidad 30 100 500 1000
Mardia 0.98 098 098 092
Shapiro -Wilk 0.95 098 096 094
HZ 0.97 093 094 093
Royston 0.93 098 096 092

Fuente: Elaboracion propia
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Grifico 2. Potencia de Prueba para p=3 y VT=144.

Para la obtencion de estos dos primeros resultados se
ha considerado en la simulacion pocas variables (p=3).
La diferencia fundamental de los escenarios radica en la
variabilidad generalizada que se ha tomado en cuenta.
Esta variabilidad generalizada esta definida como el
determinante de la matriz de covarianza.

Se puede observar que no existen diferencias significativas
entre las pruebas de normalidad multivariada analizadas
para los distintos tamafios de muestra.

Se podria resaltar que si la variabilidad generalizada
es alta y el tamafio de muestra aumenta, la potencia de
prueba disminuye ligeramente.

Tabla 4. Potencia de Prueba para p=7 y VT=1.

Prueba de Tamafio de Muestra
Normalidad 30 100 500 1000
Mardia 1 0.94 0.91 0.9
Shapiro
“Wilk 0.94 0.97 0.97 0.96
HZ 0.95 0.92 0.91 0.95

Royston 0.92 0.92 0.93 0.95
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i
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o~ —e— Mardia.test
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T T T T T T
(0] 200 400 600 800 1000

Tamafo de muestra

Grafico 3. Potencia de Prueba para p=7 y VT=I.

Fuente: Elaboracion propia
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Tabla 5. Potencia de Prueba para p=7 y VT=144.

Prueba de Tamafio de Muestra

Normalidad 30 100 500 1000
Mardia 0.98 0.97 0.95 0.94
Shapiro -Wilk ~ 0.91 0.97 0.94 0.98
HZ 0.95 0.94 0.94 0.95
Royston 0.91 0.92 0.92 0.97

Fuente: Elaboracion propia

Grifico 4: Potencia de Prueba para p=7 y VT=144.

08

Eficiencia de prueba
06

04

02

— —S— Mardia.test

—<— Shapiro.test

—=— HZ.test

— —©— Royston.test
T T T T T T

[o} 200 400 600 800 1000

0.0

Tamano de muestra

Estos dos ultimos resultados se caracterizan, porque
se utilizaron una mayor cantidad de variables en la
simulacion (p=7).

Se puede observar en los cuadros y graficos para ambos
niveles de variabilidad generalizada (baja y alta) que
a medida que el tamafio de muestra se incrementa la
potencia de la Prueba de Mardia disminuye ligeramente;
mientras que en la prueba de Royston sucede todo lo
contrario.

5. Conclusiones

El presente trabajo constituye un aporte en la investigacion
sobre la comparacion de cuatro pruebas de normalidad
multivariada. Sin embargo, realizando las respectivas
modificaciones al programa de comparacion elaborado
en R se puede extender las comparaciones a mas pruebas
de normalidad multivariada que ofrece la literatura
estadistica.

Para investigaciones de este tipo, es necesario generar
diferentes escenarios que involucren diferentes criterios
como: tamano de muestra, el numero de variables
consideradas en el estudio y la variabilidad generalizada.
En esta investigacion, se utilizaron 16 escenarios.

Se consideraron dos niveles de variabilidad, los cuales
numéricamente fueron establecidos por el determinante
de lamatriz de covarianza. Sin embargo, no se encontraron
diferencias significativas entre las pruebas en estudio.

Para generar las matrices de covarianza, se asumio
independencia entre las variables. Lo que implica que
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en futuras investigaciones se podria establecer un cierto
grado de correlacion entre las variables con el fin de
determinar si los resultados obtenidos se mantienen o
cambian.

Se ha demostrado que las cuatro pruebas consideradas
no presentan diferencias significativas en su potencia de
prueba. Sin embargo, cabe resaltar que cuando se trabaja
con una mayor cantidad de variables la potencia de la
prueba de Mardia disminuye ligeramente mientras que la
potencia de prueba de la prueba de Royston aumenta a
medida que el tamafio de muestra aumenta.

Finalmente, es necesario mencionar que el programa
estadistico R es muy 1util para implementar los
procedimientos de comparacion, debido a que los
programas estadisticos comerciales no cuentan con las
pruebas que se consideraron en la presente investigacion.
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Anexo

Funcién compara

Descripcion: La funcion a la que se denomind “compara”
permite obtener la potencia de prueba de las pruebas de
normalidad multivariada de: Mardia, Henze-Zinkler,
Shapiro-Wilk Generalizada y Royston.

Argumentos:

Esta funcion necesita como argumentos:

r: Numero de veces que se desea realizar la simulacion.
n: Vector de tamafios de muestra que se desean evaluar.

alfa: Nivel de significacion con el cual se desea evaluar
las pruebas estadisticas.

mu: Vector de medias de longitud p.
sigma: Matriz de covarianzas de dimension pxp.
Valor:

La funcién brinda como resultado un cuadro de doble
entrada donde se presentan las potencias de prueba para
cada prueba de normalidad en cada tamafio de muestra
considerado.

library(MVN)

library(mvShapiroTest)
compara<-function(r,n,alfa,mu,sigma)
{

resul2<-matrix(0,4,length(n))

rownames(resul2) <- c¢(“Mardia.test”,”Shapiro.test”,
“HZ.test”, "Royston.test” )

colnames(resul2) <-n
for (iin 1:length(n))

s
t

resull <-matrix(0,r,4)
for (jin l:r)
{
datos<-as.matrix(mvrnorm(n[i],mu,sigma))

pvalores<-c(mardiaTest(datos, qqplot = FALSE)@p.
value.skew,mvShapiro. Test(datos) $p.value, hzTest(datos,
qqplot = FALSE)@ p.value, roystonTest(datos,qqplot=F
ALSE)@p.value)

resull[j,]<-ifelse(pvalores>=alfa, 1, 0)
/

resul2[,i]<-apply(resull,2,mean)

/

plot(c(0,n),seq(0,1,1/length(n)) ,type =
“n”xlab="Tamarno de muestra” ,ylab="Eficiencia de
prueba”)

for(kin 1:4)

{

x<-as.vector(resul2[k,])

points(n,x,col=k)

lines(n,x,col=k)

/

legend(“bottomright ”,rownames(resul2),lty=1,col=1:4
pch=1)

return(resul2)
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