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Métodos de integracién numeérica para particiones no uniformes del intervalo
de integracion

Alessandri Canchoa Q. *

Resumen

En el presente trabajo de investigacion se proponen métodos de integracion numérica cuando se cuentan con
valores de la funcion integrando en una particion no uniforme del intervalo integracion. Aplicando el método
Newton-Cotes, los splines cubicos natural y los splines cubicos libre se obtienen tres métodos, se verifica la
eficiencia de los dos dltimos métodos mediante un analisis de convergencia.
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Abstract

Presently investigation work intends methods of numerical integration when they are had values of the function
integrating in a partition it doesn’t standardize of the integration interval. Applying the method Newton-Cotes,
the natural cubic splines and the free cubic splines three methods are obtained, efficiency of the last two
methods is verified by means of a convergence analysis.
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1. Introduccién

En el presente trabajo se trata el problema de
aproximar una integral definida

[ fx)dx, para particiones no uniformes del

intervalo de integracion [a;b]. La mayoria de
férmulas de cuadratura de integracién numérica
exigen que la funcion f sea conocido en una
particion uniforme del intervalo [a;b] o que f sea
conocido en los ceros de un polinomio ortonormal
especifico para el caso de las formulas de
cuadratura®de Gauss. En muchas aplicaciones por
algunos mqtivos tales como por los instrumentos de
medicion, s6lo se cuentan con valores de la
funcion sobre una particion no uniforme del
intervalo de integracién y no es posible aplicar los
métodos clasicos de integracién numérica. Este
trabajo surge con la finalidad de contar con una
herramienta para resolver este tipo de problemas
que aparecen con frecuencia en las aplicaciones
reales.

Una primera tentativa para el caso de particiones
no uniforme seria aplicar cuadraturas de Newton-
Cotes para subintervalos los cuales estan basados en
la interpolacion polinomial. Se muestra que con esta
propuesta se tienen problemas con la acumulacion
de errores de redondeo para una cantidad grande de
nodos en la particion donde se espera un resultado
de aproximacidn aceptable. Otra alternativa que se
plantea es utilizar una interpolaciéon de splines
clbicos, los  cuales poseen un  mejor
comportamiento  respecto de la interpolacion
polinomial y se pueden trabajar con nodos
discretos no necesariamente igualmente espaciados.
Para este caso se obtienen resultados de
convergencia.

Se proponen métodos de integracion numérica para
el caso donde se cuentan con valores de la funcion
integrando en una particion no uniforme del
intervalo de integracion.

También se proponen los respectivos algoritmos
para su implementacion.
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En este capitulo se presentan los conceptos basicos,
definiciones, notaciones y algunos resultados que
seran requeridos posteriormente.
2.1.Interpolacion

Se trata del problema

e Aproximar una funcién que es muy dificil
calcular con funciones simples.

e Encontrar una funcion simple para valores de
una tabla.

El célculo general para le solucién de este
problema consiste en encontrar una funcion

glr.og o). de la cual se elijen los parametros tal
que la funcion aproxime los valores de la tabla lo
mejor posible.

La  funcién puede  ser un polinomio
glr,og w00 ) =ocp ey x foty 4 e oo, xrpara
funciones periddicas se podria elegir

f

gle.0g,.....0,) = ag+ 0y Sen{og)+ agCoslag)e+ ..+ 6o Cosloy 1,
para oscilaciones amortiguadas

0[0.00,....0r = 004 006" Senlaga + 04 ™ Coslogl 4.+ 06" Clslo .

para una funcién con polos

g + o+ ..+ agxf
Qo4+ 4 apx”’
como un funcidn racional fraccionaria.
Se puede determinar ay,...,or, tal que la funcién g
tenga la propiedad que el promedio de la
desviacion sea minimo. En este caso se trata de la
aproximacion lineal o no lineal.
Otro método es, exigir que g tenga en las abcisas
Xo,...,Xr 10S mismos valores como la funcién
aproximada, en este caso se trata de una
interpolacion.
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Definicion 1.1

Se dice que una funcion & - [@. 8] — B g5 yna
interpolacion o que interpola a un conjunto de datos

¢ n
{(3, vi) Jizo si se cumple

fle)=w;, i=01,--.

Por ejemplo, en el caso de una interpolacion

T TR EL
polinomial para los datos i, yl”é:ﬂ* se busca
un polinomio de grado <n.

Pu(z) = ap + a1z + asz® + ... + anz™
tal que
BPlx;)=f;. 1=0,.._, .

Para la interpolacion pollnomlal existen las formulas
de Lagrange y de Newton que han sido muy bien
estudiadas.

En ésta seccion se va ha desarrollar la interpolacion
por splines cubicos, que es una interpolacién
polinomial por segmentos y que satisfacen ciertas
propiedades muy favorables.

Al implementar este método se requiere resolver un
sistema tridiagonal, a continuacion sedesarrolla éste
tipo de interpolacion.

1.2. Splines cubicos

Dados los puntos interpolante
a=xp < & < -+ < T, = benelintervalo
[a; b] con los valores correspondientes
fo. f1.-++ . fu utilizando la interpolacion  por

splines  cubicos, se  unen los  puntos
{J'Jﬂ- fo), {:r:]_ f),---, 'rlﬂ fr) obteniendo
una funcién spline cubico
5

) 5:. es un polinomio de grado 3 en cada intervalo
;:-,J zit1l, (7=01,--- ,n—1)

b)Si_(..xJ.:' = fj. 2=0,1,
— 27 1]
c)53. € C%a,b|.
1.2.1. Construccion de un Spline cubico

L L 3
La condicién (a) implica que 34 se puede expresar
como

S‘g(a:']:P}-(x']. ;S x<xjy, =0, . n—1
donde

Pi(x)=a;+b; (z —z;) + ¢ (xz — ;) + dj (w — z;)°,
)

De esto se requieren determinar los 4n coeficiente
aj,b;,¢j y dj,j=0,1,2,..., n-1.

Por la condicion c) se cumple

(s3)”

(i) = 2¢j, 5 =0,1,--- 1,

Como la funcién
(S5%) (x) = ¢j+6d; (x —
es afin lineal se cumple

" Titl— & T - . .
(Si] (z) = 2¢;- + 2¢; L paraz€ [zj, 1),

xi),x € |x;, i)

hivt T ki
)
donde
hjr1 = xj+t1 — ;.
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Integrando para j= 0,1, ,n-1se cumplen

- (z-
[SQJ (z) = c_i( i1 =2) ¢j+1 1 +D;, para € [zj,2541]
(3) h.r+l "1;+t
7 (2j41- 9«‘)3 l2- 351'}3 ) Ela ]
Sple] = ¢ i Cj—lm+Dj‘\x'Ej]+Ej‘ para 1 € |z, ;.|
j i

De las condiciones interpolantes

53 alzi) =fiy y 53 alzi+) = f.r+l s
obtienen
h2
< _,;1 +E; = f;
2
Cit1 L+ Dk + E; Ffi+a
de (1) en (4) se deduce
h2
E; = fi—e J.;l
. — f. k-
D; = szl_ L '1;] (ei+1 — ;)
I+ ®)
De esto se obtiene
aj = fi
3 fin—f (2ten)
b = (5){1-]_ ~¢hjy1 +D;= jh -~ RJ i+
J+1
4 = = 5‘3 e ) :C_H_]—C_,'
' Gli -i"-jl [‘ri:l 3h_;+l

Luego los coeficientes a;, bj, y d dependen de c;; esto
significa que la funcién 31 esté caracterizado por los

3 !
coeficientes c¢;. Por la continuidad de {Sﬂj en los
nodos x=x; para j=1,2,..,n-1 proporcionan las
siguientes n-1 ecuaciones.

(52)" (=7) = (52)" (o ) i =12+ on—1

Reemplazando D; y E; dados por (5) en (3), se

obtiene
2
[Ja‘J‘-J -1)

‘Sg) (33}:—5.;" fﬁ-l f_p 41,

(JJ—JJJ) hin
hJ | 3 (JH )

i1 i+
n-1, se obtienen

T4l

Paraj=1,2,...,

r—n s — T Ph- h-
(52)'(=7) = %_TJCJ‘F?J%—]
1
) i+1 — fi _ 2hj hj
e = Lkt b,

3
3.]' ( ) = {SS x}k)’

,n-1 se obtiene

Como
paraj=1,2,...

hicj-1 1 2(h; +his1) ¢ +hisici1 =3 (

De esto se deduce

in=fi li- fi—l)

Jr't it J"L i

hi hi1 ] - - [i-
ST L (fﬁ- i _fi-h
hj‘l'h‘i‘_[ h_,‘—hH.] hj—hjﬂ h_,‘_j hj
(6)

Definiendo
hj
YT R ¥ R
3 J+1
53
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we — 1 — s — b+ (9)
’ ’ hj + hjsa’ Este sistema lineal tiene la forma Ac=g.

9 = 3 (f”‘ —fi_ fi— ff“) ] Proposicion 1.2 Lamatriz A & Rin—1)x(n-1)
" i+ kit X ki ki es no singular para cualquier particion del intervalo
Se obtiene [a, b],
vicj1 + 2¢; +wicjp1 =g, =1,2,--- ,n— 1. Prueba. Para

T T - -1
(8) z= (21, ,@no1)T,b= (b1, ,bpor)T €RPTY
En total se tienen n-1 ecuaciones y n+1 incognitas. Ar = h — |T | < ||,§.|
Para completar y tener n+1 ecuaciones se requieren se cumple o0 = oo
agregar dos condiciones. Sea p tal que

Estas condiciones se imponen de diferentes formas

i) Imponiendo las restricciones

(55)" () =0= (5,_5,']”(:(”], el Spline clbico
que se obtiene se denomina Spline natural.

ii) Para la interpolacion de una funcion periddica
mediante los splines cubicos es conveniente exigir.

(52) (o) = (52)" (=) ¥ (S3)" (@) = (2)" (@n)
iii) Otra posibilidad es exigir

(5._3)“(%) =myy (sgjf (x,) = M4 donde los
ndmeros mg y myson dados.

Splines cubicos natural o Splines natural

Usando la condicion para los splines natural, de (i) se
tiene

(52)" (z0) =2¢g =0, (53)"(zn) =26, =0
De esto se obtine co=c,=0, luego el sistema
tridiagonal con (n-1) ecuaciones con (n-1) ingognitas
C1,C2, ..,Cn-1.

zp| =max {|z;|:1=1,2,-- .n-1} = ||z
Como Ur T Wp = 1 ¢ optiene.
6| = max{|b;|::=1,2,--- , n—-1}
= by
= |vpZp—1 + 22p + wpTp|

-

2 |xp| — vp |2p—1| — Wy [Tp+1]

= 2zp| — vy |zp| — wp ||

= (2—vp — wp) |zp|
= 1x|zp| =z -

Supongamos que la matriz A es singular, luego el
sistema Ax=0 tiene una solucion x#0 que

e < < =
S|gn|flcar|a,l:I - |$| oo — ”Ul o0 D, lo cual
es una contradiccion. Por consiguientes la matriz A
es no singular.

spline clbico natural.

2w 0 0 e g Este resultado implica que el sistema (9) tiene una
v 2w : ( e \ ( ® Unica solucion. A continuacion se propone un
0w 2 . R I algoritmo para determinar los coeficientes de un
] : :
LT

0

|
T |
I LT T - |
: . -. 2 Wn—2 - 5
k 0 ... ... 0 Up_1 2 ) Cn—1 In—1

h S———

funcion [a, b, c, d] =SplineCibicoN(xz, f, n)

% Entrada: « = (29, @1.--- . %x). f == (fo. f1.--- . fn).con x; # x4 para j £ k

% Interpola los puntos: {(xzg. fo).(z1. f1). - . (xn. fn)} con el Spline cubico natural,

% 53 (x) =a; +bj (x —x;) +¢; (z—z;)Vl+di(z—a;) .z <z <xjrr., 5=0,--.n—1
% Salida :a= (a0, -+ ,an—1).0=(bo, - ,bn_1).c=(co.- - ,en—1).d=(do, -+ . dn_1).
ag == fo

Paraj =1,--- . n

L 3 fis1— 1
9% = R h; (
g J+1
_ J
- hj + hit
w; = 1—v;
5; =2
8, = 2
cp =0
cn =0
(c1.ca2,---
Paraj =0,1,---
_ Gi+1 — ¢
4= 3hj41
_ Fivi —Fi Rt
R 3

vj

,Cn—1) 1= tridiagonal(v, s,v,g.n — 1)
.n—1

b;

(Cj_l + 2{?_}')
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funcién [a, b, ¢, d] =SplineCubicoN(z, f,n)
% Entrada: @ = (xg. 21, .&n). F = (fo. f1.--- . fn).con xz; #F xp para j # k
% Interpola los puntos: {(zg. fo). (1. f1). - . (Zn, fn)} con el Spline ciibico natural,
% S3(x) = aj + bj (x — x;) + ¢; (z—z;) +di(z—a;)° 2z <z <zjs1. j=0,--- . n—1
% Salida a=1(ao, -+ .an—1),b=(bo, -+ ,bp—1),e=(co.--- ,en—1).d=(do, -+ ,dn—1).
ag -= Jfo
Paraj =1,--- ., n
h; == x; i1
aj = fj.
Para j = 1.2 n—1
g — 3 (f;—l -5 1 _fj—l)
! hij +hjn hir1 hj
R
vj =
h; + hjt
wj =1 —vj
55 =2
8, 1= 2
co ;=0
cnp =0
(e1,e2,-+- ,cn—1) = tridiagonal(v,s,v,g,n — 1)
Para j :=0,1,--- . n—1
_ G+l — G
Y= T3h
- p— . h-
by = BT et 20

Figura 1: Interpolacion mediante una funcion spline
En este algoritmo, se requiere la funcién tridiagonal cubico natural.
() para solucionar un sistema tridiagonal, el cual se
desarrolla en la siguiente subseccion. Este y los
algoritmos que se presentan en el presente trabajo han

30

sido implementados con el software MATLAB, con 25t ; A
el cual se han obtenidos las .guras y resultados que f/\\—'/
son presentados en este trabajo. En la Figura 1) se 2} i -

muestra un ejemplo de una interpolacién mediante un {

spline cabico natural. 15l . J ]
Splines Cubicos Libre g o~ o __““%&\6/91
En los splines cubicos naturales o Si /

v i ! 1
exigimos (S2) " (zo) = 0 = (S3)" (zn), \

() L\ -

f
esto significa que si la funcién f no esta cerca 5 \j-é
de cero en x=Xo y X=Xn se estard introduciendo un
error. Para dejar libre el cgmportamiento en la ot
frontera del intervalol0- Inl, se puede exigir la %
3 i
continuidad  de (S‘JJ (z) en los )
. 2(cp —eg) _ 2(ca —eq)
puntos €1 ¥ Tn—1 A este tipo de splines clibicos A = e :
que se obtienen con estas restricciones lo (11) -
denominaremaos splines cubicos libre. 2 ( ] 9 ( ]
De (2) se obtiene Cn—1—Cn-2) _ 2(n—Cn-1)
. 2(ejs1 — €5 —
(s3)" (z) = M para T € [x;, Tj41]. s fin
ti+1
(10) ’ Por otro lado de (6) y (7) se tiene
3 T

Exigiendo continuidad de (9;‘&) () en los hq ha _

Py T _ —eg+ 2014+ —02 = g.
puntos™1 < 11 se debe cumplir hi+ ha hi + ha

3)]”4 - —f 3)’” _|_ . 3 n - _ r3 )m _|_ - (12)
{Sg 1)=15) ) ) (SaJ (e (53 ) fni by
ﬁcn—ﬂ + 21+ ﬁcn = On-1-
, luego reemplazando en -1t Ny n—1 T fn
(13)
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Se (11) se obtienen
(!’11+-"12 ) o h—1=:~
PR (1)

-h-?tf'l _ -h-?t 'h“?t
Cr—1 —
T Ra—1 Frpm—a

(15)
De (12) y (14) se obtiene
(z+ 52 )+ (0 — 52 ) o2 = o

(16)

De (13) y (15) se obtiene

hn An
1— i 2+ 1 = Gn—
( "Ll"-n—l ) Cp—2 + ( h'n—l ) Cn—1 Gn—1

(17)
Definiendo
hn h;
U1 . =1—— w; = 23 n-2
nl hn—1 J hj + hj '
T _ _hin _
wy =1 By wj =1 LJ_hj—hH] =23 ,n-2

funcion [a, b, ¢, d] =SplineCubicoL(z. f,n)

% Entrada: z = (20,21, ,2n), f = (fo, f1,-++ , fu)con z; #ap paraj £ &
% Interpola los puntos: {(xq, fo), (21, f1) -+, (@0 fn,% con el Spline Ciibico Libre,
% 53(2) :aj+b}-(;t:—le+cj'(1"—xj_]2+dj(x—xj) .‘I‘", <o <24 ]—0 con-1

M T G = f]
by + o + R = h
by + @ + o = R
biciZn-g t Opi@not T Greiln = foei

bafnl + Gy = [y

Para solucionar este sistema tridiagonal, se factoriza
la matriz tridiagonal de coeficiente A en la forma LU
y luego se debe solucionas los sistemas Ly=b y Uy=y,
uno a continuacion del otro. Siguiendo estas ideas se

funcion « = tridiagonal(b, a,c, f,n)

% Entrada: l\-latriz tridiagonal 4 = tr-i{b a,c)
Tob=(b,ba, o bor) o= (ar,09,-- ap).0= (er,00,+ ,Can),
% No s usa by

% Salida: Solucién (zy, ..., IHJT del sistema tridiagonal Az = f
h =

Uy =60

Para j:=2 .- n-1

% Salida ca=(ag, 0, Gy) b:{bﬂ-"'-bn—l]zf‘:(fﬂ 1), 0= (dg,++ dyy) [,j ::aj'_bj'uj—]
w = fo uj =/l
Paraj =1, n -
— Iy =ty — byl
h‘7 =8 -2 ‘
=1 Y= fl,ffl

PaT'i] =12 -1 J -9..

L a fin=Fi  fi=fiz

9 T ( b h; L3 = (fi = i)/l

- h’J —

5 Poner 2, .=y,

wj=1-1v; ]

5 =2 Para j=n-1..-1

Dl ;
Ty ‘ L =Yy — Uyl
Spo1 =24 P obtiene el siguiente algortimo.

~ hn—\
U1 =1-— 1.4. Férmulas Clasicas de Integracion Numérica

_h = Para el calculo aproximado de integrales definidas de

w=1-—

(e, 09, , €y ) = tridiagonal(v,s,v,9,n— 1)

h]+hz h]
= € ——0C
0 ha : hy

) hn—] + hn hn
tn = Cn-1— h_‘fn—Z

hn—l n—1
Paraj =01, n-1

Ci+1— ¢
dj =———
' 3hjs

finn—Ti hjn
by = ——= - ———(cjs1 +2¢;
i him 3 (ej+1+2¢;)

1.3 El algoritmo compuesto para sistemas
trigiagonales
Consideremos el sistema tridiagonal
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la forma
b
1(f) = j f()dx, f:[a,b] > R
i) s se usan

formulas de cuadratura de la forma

Ea(f) = 25=02f(%i)  gonge las

constantes o son llamados pesos de integracion.
1.4.1. Formulas de Newton - Cotes:

Consideramos una particion del intervalo
abla=2g <z < ... < x, = b un
resultado conocido del anélisis numérico es que
existe un unico polinomio interpolante P,(x) de grado
menor o igual que n con Pa(Xo) = fo; Pn(X1) =
f1,...Pn(xn) = fn. El polinomio Py(x) en la forma de
Lagrange, se expresa como sigue
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n n

P[z)= Zﬂa_,}LJ(x] con L;{z) = H
=0 k=0

i

Utilizando este polinomio como aproximacion para

b n b n
A;(f}:/ Pﬂ{x}def Li(z)de.f(z;) = ) a;f(z;)
& J:U &

1=0

=1

.

.
1}
=

Ty — T

Definicion 1.3 La formula de cuadratura de Newton-
Cotes esta definido por

n

b
Ki(f)= Za_,ﬂ:ci']_, con aj=f_[-j(a:']da:_ 1=0.n

=0

o: = | L:lx
Donde Jra E ) son los pesos de
integracion y con el error de integracion

En(f) = I(f) — Ka(f) = f fixidx—za;fm;-
=0

Para polinomios Px de grado menor o |gual anse
cumple En(Px) = 0. Como el polinomio interpolante
es unico de esto se obtiene el siguiente resultado.
Teorema 1.4 Paraa=Xo< X1 <:::<Xn=Db, existe
una Unica formula de cuadratura la cual es exacta
para todos los polinomios de grado menor o igual an.

f

b

Kﬂ(f):ziajf[a:_,-}‘ con aj-:/ Lifz), j=0...n

j=0 ’
Para una particion uniforme del intervalo [a; b]
realizando un cambio de variables en la integral
correspondiente a los pesos, se obtiene el siguiente
resultado.
Teorema 1.5 Para los puntos de particién
equidistantes

b—a
1

del intervalo [a;b] , los pesos de integracion estan
dados por

-1y
a_[r.”]=h( D f H{t—k;dt

gln—j)!

xj=a+jh, 3=0,.._, n, h=

k;l:_l
Utilizando la férmula para el error de una funcion
interpolante se obtiene

f[r-H

Bl =1k - ] et~ i) ] w

donde
n

plx) = Hfl —z;) y algin £ €]a. b[.
1 =0

A partir de estos resultados se obtienen las siguientes

reglas:

a) Regla trapezoidal (n=1):
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K1 (F) = 22 %[#(a) + £(5)]

E\(f) = —5h°f"(6). h=b—a
b) Regla de Simpson (n=2):

Ealf —[f a-HJ )+ £0)

Ey(f)= —EJ‘H][E} = ——(a o) fU(E), a<é<h

90" 2380

Para n>3 se obtienen formulas similares. Paran =8 y
n >10 algunos de los pesos aj se vuelve negativos, lo
cual no tiene ningln sentido. En la préctica no se
utilizan las férmulas de orden muy grande. Es mas
eficiente componer las férmulas de orden bajo
subdividiendo el intervalo [a,b], el desarrollo de estas
ideas se presentan a continuacion.

1.4.2. Regla Trapezoidal compuesta:

La composicién de la formula trapezoidal se puede
realizar de la siguiente

manera:

sea®i =atigh, 3=0.., , donde n

= N. h—fb—ajl?z}fc ?[a, b].
Aplicando la regla trapezmdal en los sublntervalos

[95_;-—1 1".:] J=1... ¥ se obtiene

[P f(z)d =i f flz)dz

j:]m_, 1
- ORI e e
= Y ({flaja) 1l -5, 6 ez
=l
. 3
=T.(f) — ; BFES)
donde -

n—1
. -1 \ Lo \
Ta(f) = R[5 f(wo) + Zl flai) + 5 f(@n)],
Jj=

es conocido como la férmula de la Regla Trapezoidal
Compuesta.

Aplicando el teorema del valor intermedio se obtiene
el error:

hﬂb , b—a
( f‘(f h=

b
/ fla)de —Ta(f) =

—.
1.4.3. Regla Compuesta de Slmpson:

De manera similar se obtiene la Regla Compuesta de
Simpson. Sean n = 2m (par),

meN, h=(b-a)n,z;=a+jh j=0...n, FeCin.
Apllcando Ia regla de Simpson en los subintervalos

Zi-1.x5, 0 = 1..... ™ se obtiene

b oo b 1 - :
ff[r)da::b“n_a.b_ o Zf G| € €1,

donde
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m—

Sula, 8] = —[fl‘u]—Jer:ch ) Z Flass) + flza)],
j=1 i=l

es conocido como la regla compuesta de Simpson.

Aplicando el teorema del valor intermedio

se obtiene el error

L 4
/ﬂ f':\x.:'dx_ 'Sn:a‘-b: = _h r.IbSG fH (*E:I

Denotaremos con = al espacio de los polinomios
con coeficientes reales de grado menor o igual que n

y con T al espacio de todos los polinomios.

La regla trapezoidal compuesta y la regla compuesta
de Simpson tienen pesos positivos. A partir de los
errores de estos métodos, se tiene que estos métodos
de cuadratura convergen para todas las funciones de
C’[ab] o de C*ab] respectivamente y en
consecuencia también en Il. A partir de esto
mediante resultados del analisis funcional se deduce
la convergencia en CJa,b], esto significa que para
funciones f continuas se tiene convergencia.

1.4.4. Férmulas de Cuadratura de Gauss
Las formulas de cuadratura de Gauss aproximan
integrales de la siguiente forma

b - -
() = [l fle)d= (o0 w:a,bl— R
es una funcién no negativa, integrabley con un
numero .nito de ceros en Ja,b[. La funcién w es

denominada funcién de peso.
Definicion 1.6 Una férmula de cuadratura

Gn = Z ‘{jf[*r_r;l

i=0 con (n+1) puntos de particién
distintos para el célculo de la integral
b
I(f) == [w(z)f(x)dx
a es denominada del tipo

Gauss, si Gn(P) = I(P) para todo polinomio P de
grado menor o igual que (2n + 1):

El siguiente resultado describe la naturaleza de los
puntos de particion y de los pesos. Este tipo de
resultados pueden encontrarse en [9].

Teorema 1.7 Sea ™ SN WIZ) yna funcien de
pesoy Pi € M, =0, 1+ 1 dados por
el proceso de la ortonormalizacion de

+1
} con el producto escalar

(f.g) ::f (z)f(z)g(z)d para todo  f,g € Cla, b]

a
Entonces se cumplen
1. Los (n+l) cero de Pns son distintos y se
encuentran en Ja,bl.
2. Sean Xo<xi<...<xy los ceros de Py.1. Definiendo.
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&L f) = Z A flex;)

F=0

3. A>0, para j=0,1,...,n
Los puntos de particion y los pesos son Unicos, esto
es, la formula de cuadratura de Gauss es Unica
f e C™a b
5. Si, el error de la integracion por las formulas de
cuadratura del tipo Gauss esta dada por

, \ e f
Re, (f)=1(f)—Gnlf) = Tnro)l f¢n+1“\x?w(x]dx

donde

i

[T (x— ).
k=0
Los polinomios ortogonales pi dependen de la
funcion de peso w(x).
En estas formulas se estd considerando n puntos de
particion. Como las férmulas de cuadratura de Gauss

a<£<bygpe(x) =

G, tienen pesos positivos y es exacto en TTo, 41 para

n + 1 puntos de particién, esto implica que, {G“}es
convergente en _. Por consiguiente la sucesién fGng
es también convergente en Cla, b].

Estos métodos se aplican cuando la funcién
integrando es conocida. En estos métodos se deben
estudiar los errores y su aplicacién no es directa.
También se tienen métodos de calculo casi
automaticos tales como los Métodos de cuadratura
adaptativa para el célculo aproximado de integrales
definidas.

3. Discusion

b _—

Se quiere estimar el valor de la integral [. flx)da,
para una particion en general no equidistante del
intervalo [a,b]: a = Xo < X1 < ...< X, = b donde se
conocen f(x)) = f;.
Los métodos clasicos de integracién numérica no son
aplicables a éste problema, sin embargo se podria
utilizar la idea general de las formulas de Newton-
Cotes y la interpolacion mediante los splines cubicos
Para las férmulas de Newton-Cotes, segun el
Teorema (1.4), se tiene la existencia de una Unica
férmula de cuadratura de la forma

N b
K,(f)= Z_aj-f{xj]. con q; = / Liz), 3=0..,n,

j=t g
la cual es exacta para todos los polinomios de grado
menor o igual a n. Para el error s6lo
se tiene

Enlf) =I(f) — Ku(f) = f fla)da —ZaJ Flzj),
=0
no se tiene una acotacion epr|C|ta

Para el caso de una particion uniforme, de la formula
de cuadratura de Newton Cotes general se obtienen
foérmulas especiales para valores pequefios de n, para
n =8y n>10 algunos de los pesos a;j son negativos, lo
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cual no tiene ningun sentido, no se puedeasegurar la
convergencia. En el método de cuadratura de Gauss,
los puntos de particion x; son las raices de un
polinomio ortonormal P,. Lo que implica que ningdn
de estos métodos se pueden aplicar para una particion
arbitraria del intervalo de integracién. Solo se podria
rescatar el método de Newton-Cotes para una
particion pequefia o dividiendo el intervalo de
integracion en subintervalos.

Se presenta el algortimo de Newton Cotes:

funcién Int = Newton_Cotes(z, f,n)
Entrada:
% f=(fo.fi.fo fo),  z=(20,21,22, - 25)
Gleon a=ap<a <ay< - <T,=b
Salida: Int=3"_)a;f;
Int=10
Paraj=0-.n
aj = f; Li(z)dz
Int:=Int+aq;f;

En este algoritmo se requiere calcular la integral de
los polinomios

1
QJ'—E i

n

I ==,

k=0
k#)

b i
[] (= — 2) de donde 21; =
k=0

ks
se tiene que expandir, integrar y al evaluar es
recomendable aplicar el método de Horner.

2.0.5. Método de Newton-Cotes compuesto para la
Integracion Numérica

Es conocido que para el caso de particiones
uniformes del intervalo de integracion, es mas
eficiente componer las formulas de cuadratura de
Newton-Cotes de ordenbajo subdividiendo el
intervalo [a; b], asi se han obtenido, por ejemplo, la
regla trapezoidal compuesta y la regla compuesta de
Simpson. Siguiendo esta idea, consideramos

{ro.71,--- ,mpp € {0,1,2,--- n}y que

o = l:' < T < Te = M. LuegO,
en cada subintervalo
[y, @ryn] 1 =0,1,2,0 p—1 aplica la
férmula de cuadratura de Newton-Cotes y se obtiene
p—1 rim
P (i) .
K(f)=)Y Y o) f(a),
=0 j=w:
Con
O_ [0 0 T] 2%
12 D )¢ 4 .
a; = | L'(z), L;j(z)= v =TT
i /a j i H P +

h=r;
k#]
la formula obtenida es exacta para cualquier
polinomios de grado menor o igual a

min{r;s; —r; 1=0,1,--- p—1}.

A partir de esto se propone el siguiente algoritmo:

funcién Int = Newton Cotes Compuesto(z, f,7,p,n)

Entrada:
f=(f,f.f2.. . fn),

CON Q=2 < ] < L9 < =+ < Ty =

r=(rg,T1," " . 7p)
Salida:Int =5 " a;f;

T =

fﬁﬁ-xl-xi- e -5'5:1}
b

Lag=0
Int=10

Paraj=0--- ,p—1

| Int = Int + Newton_Cotes((z,,,---

Lriiq JI' 'I\fr e fr_i_-_ ] Ti+l — T.i-l]

La implementacion del método de Newton-Cotes
compuesto se ha realizado aplicando el método de
Newton-Cotes cada cuatro puntos interpolantes, para
un ndmero de nodos n + 1 donde n es multiplo de 3.
2.0.6. Método de Splines Cubicos

Para la Integracion NuméricaSe va ha aplicar los
splines cubicos en el célculo de integrales, para el
caso de particiones del intervalo de integracion
igualmente espaciados se pueden encontrar por
ejemplo en [4]. En esta seccidn se va ha aplicar los
splines cubicos para la integracion en el caso donde
el intervalo de particion no es igualmente espaciado y
se va ha realizar un anélisis de convergencia.
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Proposicion 2.1 Dados los puntos interpolantes a =
Xo < X1 < ...< Xp = b en el intervalo [a,b] con los
valores correspondientes fo, f;, ., f,, para la

. ., . L. v
interpolacion por el spline clbico natural A se
cumple.

b n—1
. h; 1 .
fﬁ'i(:c]d:czz J; {fj+fj—1—ghf‘+1 (cj +cjt1)| -
o =0
donde
hipnw=2zj4 —z;, 3=0,1,--- n—1

Prueba. A partir de (4) y (5) se obtiene
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b =l api g
fsg{:r_]d:r = Zf 3 (x)dx
a =0 T
n—1 T 41 (x —I‘)B SRRt
1 ) (z —z;) )
= Zf € J;,—_ T I +D;(z—z;)+E | dx
=07 j+1 i+l
B o IONCEEE S et N T TSN
T LT g, 9T gy, T T A
j=0 =z
nol h?, h? D:
= Zhiﬂ {Cﬁlq—gl-l'ﬂj;—ﬁ—fhﬁl + Ej
Bl B2 _ hive )
= ZhH] |:C;- thiy g 1J2+] —|—l2 (f;;;_]ﬂ — _"3_1[\(}'—1 —c_?-)) hjgi +f; - %"—h?_l:|

5 + fin1) -

zhm (30

2.0.7. Analisis de Convergencia

Para analizar la convergencia veamos el siguiente
resultado que se puede encontrar, por ejemplo en la
pagina. 105 de [9].

Teorema 2.2

o | '
sea fEC [a__b]y|f <L parax?
rEab). SeaA={a=mzp < - <an=1b}
una particion del intervalo [a,b], y K una constante tal
que

A

<K paraj=0,-- . n—1.

|zj+1 — zj]
. 3 . .

Si A es el spline que interpola los valores de la
funcién f en los nodos Xo, X1, ..., xn € A y satisface
3 r o _ r .
(SA) (=) = F (=) para x = a; b; entonces existen
constantes C¢< 2, que no dependen de la particion A,

tal que para x € [a,b] se cumple

i 1) , . - .
F)- (3)" (2)| < CeLE A5 i=0,1,2,3.
En la prueba de este Teorema se tiene C3 =2, C,=C;

= 7=4 y Co = 7/8 Manteniendo las hipétesis del
Teorema precedente con i = 0, se propone el siguiente
resultado.

Proposicion 2.3 Se cumple

a).z € [a,b].

Flt)dt— f 53 (t]dt‘ <k 1A%

Prueba.

fxf(t]dt - fx S3(t)dt|

= LLK |2l (6 —a)

fx |£(t)dt — SA(2)] dt

=

s

Segun el Teorema (2.2), para las sucesiones

" (k) _ .

;_k_{a—xu -{xﬁfzb}:kzﬂ,l__---
de particiones del intervalo [a; b] con
A% || oo
sup < K < +o0,
Dl — 0 w2 —
koo J+1 .|"

Anales cientificos UNALM Vol 70 N° 2, 2009, pp. 52-65

1 )
_'r+1 (ei+1+ Cj.])

_ : .y
las correspondientes funciones splines ~2& y sus
correspondiente tres primeras derivadas convergen
uniformemente sobre [ab] a f y a sus
correspondientes derivadas. Por la Proposicion (2.3)

v f _ = T .
se obtiene que la funcién Sk(z) = [, S, ()dt

v X
converge uniformemente a £ (%) = Jo f(#)dtsopre
[a,b].
En particular para una particion uniforme
b—a
x; =a+g |5 | AN =
j | AN | POy [ PN | n o la cota

K = 1 satisface la hip6tesis del Teorema (2.2) y se
obtiene el siguiente Corolario.
Corolario 2.4 Se cumple

| [? Fe)de — [* 53 (x)da| < <=

S(b—a)

<

Para la regla compuesta de Simpson se tiene el error
4
b (b—a) (E) ‘fH){g]‘
n
180 114 b

180
Esto significa que para el caso de particion uniforme
la cota de error del método de integracién aplicando
spline clbicos tiene el mismo orden que la regla
compuesta de Simpson y supera a la regla trapezoidal
compuesta.

4, Resultados

A partir de la Proposicion (2.1 ) y modificando el
algoritmo de la  funcion  SplineCubicoN()
desarrollado en la primera seccién, se propone el
siguiente algoritmo para el célculo aproximado de la
integral

f \dz — Spla

_al]

ff:':c':d;r_ f:labl— R,

r]
aplicando la interpolacion por splines cubicos natural

y donde se conocen los valores
I .I - — i .I o I. !
fo=flzo) fr = flz), fo = Fliw),
de la funcion f en una particion
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A={m=a<n < <z, =10}

[a,b]. Especificamente el algoritmo calcula la integral '
natural que

']
del intervalo j&'i:x_lfix =
a donde S2'%) es el

interpola

{(z0. fo) (21, 1) (2, Fo)]}

funcién Int = Int_Spline_eiibico N(z,f,n)

% Calcula la siguiente intezral aplicando Splines cibicos natural,
07 = . — b o3 i
% Salida : Int:= [ ) (z)dz

% Entrada: 2 = (x4, Z1.+ . Tn). f = (fa. Fioo+ o fu )ue0R ; £ para jEkE

ag == fu

Para j:=1,--+.n

.f'i.i = \TJ' - E'.i_|

a; = [,

FPara j:=1,2,... .n—1

(€1, 03,00 €q_y) = tridiagonal(v,s,v,g.n —1)

Int:=10

Para j =0,1,--- ., n—1

Int .= Int + 'h+1 fi+fia- EI""?—: (c; +¢js1)

spline cubico

los

puntos

También modificando el algoritmo de la funcién para los splines cubico libre, se propone el siguiente
SplineCubicoL () desarrollado en la primera seccion algoritmo para el célculo apréximado de la integral.

funcion Int = Int_ Spline_ cibico_Li{x, f.n)

ot L - . e . .
%1 Caleula la siguienie integral aplicando Splines cibicos libre

% Salida : Int:= [ 5] (z)dz

% Enirada: & = (Zo.T1.-- - .&x). F = (Fo. f1.- - . fa).con &; & T pora j = &

g = Jo

Para j:=1,--+ .1

f; -=— x_,- —_ "..s."_i_|

'F-"r!—'_

[
hy

wh =1—

(e1,62,+ ,6n—1) = tridiagonal(v. s, v, g.n— 1)

Fiefiz n.
L —— Fz Cy — —Ca

Cr 1= (M) Cre1 — s Cr—2

Int =0

Para j =0,1,-+- . n—1

| I'mt = Int+ i-._.‘—‘ [_fj- + fis1— E'nf e+ e
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En los siguiente ejemplos en cada caso se va ha
considerar los puntos de particion, definidos como
sigue

Xo:=a, Xn:=h,

Xe:=a+Ax_(k-1+rand()); k=1;2;___;n-1
donde Ax := (b-a) =n y rand() es un nimero randon
entre 0y 1. Se cumple

at+Arx(k-1) <z <at+Arxk

Apin = min{T;; —T;

Denotamos con i {1 — ) a la menor

distancia entre los nodos.

Ejemplo 1: Se quiere calcular la siguiente integral

flz) = & sen( 1l
. - L f

I r(z)az
: donde
Para los ejemplos en el método de Newton-Cotes
compuesto se considera que este método aplica el
método de Newton-Cotes para cada cuatro puntos
interpolantes.

En las tablas que se presentan a continuacion
contienen resultados de 10 corridas

en cada caso de los programas que han sido
implementados con el software MATLAB.

a) Considerando 25 nodos obtenidos al azar, en la
Tabla 1.1 a) se muestra la distancia minima entre los
puntos de la particién y la norma de la particion, esto
indica que los puntos de particion no son
equidistantes. En la tabla 1.2 a) se observa que los
errores relativos son muy grandes para ambos
métodos, esto signi.ca que las aproximaciones son
pésimas.

Tabla 1.1 a) Distancia minima y Norma de la
particion del intervalo [a,b].

kk Aonig |A]lL,

1 | 0.009542563275271 | 0.210222337695950
2 | 0.021097524047005 | 0.197040973522663
3 | 0.031423544164554 | 0.240152495111758
4 | 0.027722110744429 | 0.213045454055825
5 | 0.014355212528375 | 0.2256014944745059
€ | 0.012266273434075 | 0.231434090935039
7 | 0.0236995009531106 | 0.245732352005045
g | 0.032850703556044 | 0.240152527462857
0 | 0.000463607555236 | 0.210723900041145
10 | 0.004336570000066 | 0.22568146872656375

Tabla 1.2 a) Valores aproximados de la integral y sus respectivos errores relativos obtenidos aplicando integracion
numeérica basada en los splines cubico y el Método de Newton-Costes.

MNewton-Cotea

Error Relativo

k Spline Natural Error Relativo

1 0.185245266122692 | 0.5036TE21467076T
2 0.491124061522017 | 0.204588133362703
3 0.460540542600073F | 0.238TO81TEEE23T0
4 0.3730502245550942 | 0.0139710051160683
b 0.20506T4615065873 | 0. 44006885163 F2307
B 0.450041410316275 | 0.2102006645804045
T 0.316607205450364 | 0.1656230554514088
g 0.3404515630073071 | 0.0TE642552106654
9 0.56820058036363437 | 0.534613465111271
10 | 0.6749975265606071 | 0.516023090000024

-0.181737928792520
1.0736507019011756
0.55631563TOT04532
0.2506544675441 7T
-0.0F534660T00TT24
0.11003 75085895223
0.096250125326162
0.82611 7373066037
1.0867T3323352421
1L.T1162306T57T9448

1.47916669249T500
1.530502025149431
0.455441341029755
0. 2363026575561 562
1.093194177370749
0. 7098 Te450723565
0.7461496501967020
1.1765455436564065
1.862725561423715
3.512832120655475

b) Considerando 241 nodos obtenidos al azar. En la
tabla 1 b) se observa que los errores relativos son
pequefios y no hay mucha diferencia entre ellos, esto

signi.ca que las aproximaciones han mejorado al
incrementar el nimero de nodos.

Tablal b) Valores aproximados de la integral y sus respectivos errores relativos obtenidos aplicando integracion

numérica basada en los splines cubicos y el Método de Newton-Cotes.

MNewton-Cotes

Errcr Relative

k Spline Natural Error Relativo

1 0.375404402266745 | 0.002065 774566507
2 0.375014579842650 | 0.003334102340008
3 0.375574064114266 | 0.001083002206446
4 0.3786b67T0TE25250 | 0.001640543402624
b 0.375563450150150 | 0.001913303626055
B 0.375242536925581 | 0.0027330751140979
7 0.37924265T077604 | 0.0000061753566T2
B 0.37T760060T7T2656640 | 0.004269770845466
9 0.37773536765010970 | 0.004074726490208
10 | 0.379163771455076 | 0.000304165072600

c) Considerando 2401 nodos obtenidos al azar. En la
tabla 1 c) se observa que los errores relativos son
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0.370235462096640
0. 3TAF36279604278
0. 37933187 TITT5T

0.379333030599906
0.379344092400008
0.3793051 705633150
0.370345607TT453937
0. 379342007467 274
0.379339528105650
0.379324706224116

0.00011514T006542
0.000150560243532
0.000139055749725
0.000142100104390
0.000171264664395
0.0000TE5537T44454
0.000174996322162
0.000186004539750
0.0001592305615325
0.000120388718175
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pequefios, al aplicar integracion basada en los splines
cubicos natural se observan mejoras y en el Método

de Newton-Cotes empeora respecto al caso anterior.

Tabla 1 c) Valores Valores aproximados de la integral y sus respectivos errores relativos obtenidos aplicando

integracion numérica basada en los splines cubicos y el Método de Newton-Cotes.

k

Spline Natural

Error Relative

MNewton-Cotes

Error Relative

=] T @ da &) R =

= o

0.379270197550200
0.379275545250802
0.370272361653333
0.379272h67T0ETO6
0.37927300540447T2
0.370271016T06158
0.379276391167037
0.37927305003427T2
0.370272516157662
0.37027522090534469

0.000023h65054504
0.0000086 743555641
0.000017559252524
0.000017315970693
0.000015024421234
0.000021405076525
0.000007235114541
0.000018028724530
0.00001REF0E3E14T
0.000010296795203

0.379951204260064
0.378686208107504
0.351643771700950
0.379472219631287
0.375672601452305
0.375695049606951
0.3771941 36506647
0.370536169144150
0.3750157143113190
0.37955557405054565

0.001772201269794
0.001326958361005
0.006234554434223
0.000509052409550
0.001595038053421
0.001532079105153
0.005497267301344
0.001465664624951
0.000955138706015
0.0016062158531165

d) Considerando 24001 nodos obtenidos al azar. En
la tabla 1 d) se observa que los errores relativos son
muy pequefios para el caso donde se aplican la
integracion basada en los splines ctbicos natural y en

el caso de la aplicacion del Método de Newton-Cotes
los errores relativos son muy grandes, a pesar de
incrementarse el nimero de nodos.

Tabla 1 d) Valores aproximados de la integral y sus respectivos errores relativos obtenidos aplicando integracion

numeérica basada en los splines cubicos y el Método de Newton-Cotes.

Newton-Cotes

Error Relativoe

k Spline Natural Error Relativo

1 0.3702700698580287 | 0.000000172451000
2 0.379270079581018% | 0.0000001462006586
3 0.3792790552072876 | 0.000000132069233
4 0_3T027007TH65E566 | 0. 000000149247010
B 0.3702700765621332 | 0.000000154962006
& 0.370270051058812F | 0.000000142021204
T 0.3702790732275624 | 0.000000163646394
8 0.3792790754620905 | 0.000000157TRIIOT
] 0.370270056044501 | 0.0000001295353403
10 | 0.370270052014760 | 0.000000140475116

-0.992771049213576
-7.136401545263160
76426622971 75062
20567921 Te306504
-1 9128745246255095
4.2612920568b1 7633
6. 242430400007 052
2.071524537T015252
-0.511596286037524
4 5041 T947E6T4307

3.617h20562150654
19 5315697677935500
19.150494041450175
£ 574015225060541

6.043447510903524
10.235239555900044
15.453604452434560
4 481742142514850

2 345862102530754
10.575632112134967

En los resultados de las aproximaciones de la
integral, se aprecia una mejor aproximacion
aplicando el método de spline cubicos natural, esto
era de esperarse debido al analisis de convergencia de
éste método. Respecto al uso del método de Newton-
Cotes compuesto, se pueden obtener resultados muy
pésimos a pesar de tener un nimero grande de nodos,
esto no solamente se debe al hecho que el polinomio
interpolante en general no es una buena aproximacion
sino también a la acumulacion de los errores de
redondeo en la evaluacion de férmulas que son
complicadas.

Ejemplo 2: Se quiere calcular la siguiente integral

4
| Feod | )
1 donde consideramos la funcion de prueba
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fat -1 41—
definida por /%) = BT T g cumple

"
f(.f"(4) no son cercanos a cero. No se cumplen
las dos restricciones adicionales de los splines
cUbicos natural:
(52)"(Xp)=0=(50)"(x,)
a) Considerando 25 nodos obtenidos al azar, en la
Tabla 2 a) se muestran las aproximaciones de las
integrales obtenidas mediante los splines cubicos
natural y splines cubicos libre, en éste caso se
observa que en general los errores relativos aplicando
el segundo método son menores. Esto puede deberse
al hecho que los splines clbicos libre no estan sujetos
a las dos restricciones adicionales de los splines
cubicos natural.
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Tabla 2 a) Valores aproximados de la integral y sus respectivos errores relativos obtenidos aplicando integracion
numeérica basado en los splines ctbicos natural y splines cbicos libre.

Spline MNatural

Error Relativo

Spline cubicos Libre

Error Relativo

-L|cr:.u-.L.r.J|:u-—L=,__

= o

38.177319730794622
38.177683b53353408
38172495001 440061
38.175441693004643
38.176625624031573
38.179356566221376
38.177699956031507
38.1734T734925850350
38175066411 736055
38.176690651424001

0.000163628732176
0.00017316055T05T
0003 TI09TIT264
0.000114428153154
0.000145442032324
0.0002169097206042
0.000173600601177
O.00ME256s0 74432
0.000153100166102
0.00014714539092225

38 173655737140151
38 171704155661016
38.171026569750536
J5.172h558590b64708
J5. 1746759016437 38
38.172540021466121
38.172286h7TT553001
3817005832241 76325
5 173112208601395
38 173067h63623015

0.000067 7185 TH98E
0.000016512523011
0.000001 238546835
0.000039653035404
0.000094444590235
00000460 05TETEIT
0.000031 744757302
0.000002374106615
0.0000534007T04265
0.000052231000303

b) Considerando 241 nodos obtenidos al azar, en la
Tabla 2 b) se observa que los errores relativos son
pequefios en ambos métodos no se distingue mucha
diferencia entre ellos, las aproximaciones mejoran al
incrementar el nimero de nodos. Se tiene que tener
encuenta que la funcién de prueba es un polinomio y

tiene buenas caracteristicas y ademas al aumentar el
numero de nodos los resultados mejoran, esto era de
esperarse debido al analisis de convergencia y por la
deduccion de formulas simples para la integracion
numeérica, con lo cual se disminuye el problema de la
acumulacion de errores por redondeo.

Tabla 1.2 b) Valores aproximados de la integral y sus respectivos errores relativos obtenidos aplicando integracién
numeérica basado en los splines cubicos natural y splines cubicos libre.

Spline cubicos Libre

Error Relativo

k Spline Natural Error Relativo

1 35.171110177077617 | 0000000051 500503
2 F5.17T1007423470500 | 000000061 TEEOTDT
3 35.171000340214766 | 0.00000D066TESITS
4 FE171102347766020 | 000000074686 T0052
b 35.171110566251205 | 00000009605 TOD00
6 35.171101454615501 | 0.0D000ODOT232TEREL
T 35.171006040756356F | 0.00000065524703T
5 FE171107262300070 | 00000005 TE16E063
9 35.171001491452002 | 0.000000462263526
10 | 35.171107656365730 | 0.0000005565634033

F5.171094571431269
7317109675041 7668
753.171095065917029
7517100524401 0435
F2.171107552620429
7317100704061 7504
F3.171005040271456
F5.171101926155455
F5.171083143383122
33.171009254194750

0.000000642053150
0.000000601065335
0. 000000b556443504
0.000000560505511
0. 00000055381 7029
0. 000000e0TEF9246
0. 0000006 TEE1253T
0. 0000007 I5620597
0.000000243561599
0.000000665630107

4. Conclusiones

Se ha propuesto tres métodos para el calculo
proximado de una integral definida para el caso
donde se conocen los valores de la funcion en una
particion no uniforme del intervalo de integracién.
Para cada método se ha propuesto su respectivo
algoritmo lo que facilita su implementacién.

Aplicando en la integracion los de splines cubicos
natural y splines cudbicos libre se obtienen buenas
aproximaciones de integrales para particiones no
uniformes del intervalo de integracidon. Esto se
sustenta en el analisis de convergencia que se ha
deducido para éste método y de otro lado por las
formulaciones simplificadas que se han obtenido para
el calculo de la integral, con los cuales se disminuyen
el problema acumulacion de los errores de redondeo.
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Al aplicar la propuesta del método de Newton-Cotes
compuesto, se observa en algunos casos se obtienen
resultados muy pésimos a pesar de contar con un
numero muy grande de nodos. Posiblemente, esto se
deba a la acumulacién de los errores de redondeo al
tener que evaluar formulas complicadas en cada paso.
Es importante tener en cuenta la naturaleza de las
funciones integrandos. Al trabajar con una funcién de
prueba que no satisface las dos hipétesis adicionales
para los splines clbicos natural se aprecia una ligera
mejora en los resultados aplicando los splines clbicos
libre que no estan sujetas a estas restricciones. Para el
caso de funciones periddicas es recomendable
deducir una formulacion de integracion similar donde
los splines cubicos consideran la naturaleza de ser
periodica.
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