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Algoritmos para la implementación computacional del método de Gauss-

Newton para el problema de aproximación no lineal 
 

Alessandri Canchoa Q. 1 

 

Resumen 

En el presente trabajo de investigación se desarrollan los algoritmos para la implementación computacional del 

método de Gauss-Newton para el problema de aproximación no lineal, en particular para el problema de mínimos 

cuadrados no lineal. 

Palabras clave:  
 

Abstract 

Presently investigation work the algorithms are developed for the implementation computacional of Gauss-Newton 

method for the problem of non lineal approach, in particular for the nonlinear least-square problems. 

Key words:  

 

1. Introducción 

En el presente trabajo se enfoca el problema de la 

aproximación no lineal aplicando el método de 

Gauss-Newton. Una de las aplicaciones se da con la 

norma euclideana para solucionar el problema de 

aproximación no lineal conocido como regresión no 

lineal, ajuste no lineal o problema de mínimos 

cuadrados no lineal. Cuando se requiere ajustar los 

datos obtenidos a una curva, generalmente se trata de 
transformar los datos para tener un problema de 

ajuste lineal, esto no siempre es posible y en caso de 

serlo se introduce un error; pueden variar 

sustancialmente las soluciones obtenidos del 

problema original y del problema transformado. En 

estos casos es recomendable realizar un ajuste no 

lineal en caso de conocerse el modelo y en otro caso 

el investigador podría proponer un nuevo modelo. 

El objetivo del presente trabajo es el desarrollo de 

algoritmos para la implementación computacional del 

método de Gauss-Newton para el problema de 

aproximación no lineal, para lo cual se desarrollan los 
fundamentos teóricos. Este problema de 

aproximación no lineal es un problema de 

minimización sin restricciones con una función 

objetivo muy especial. En el método de Gauss-

Newton en cada paso se requiere encontrar una 

dirección descendente, esto se obtiene solucionando 

un problema de aproximación lineal, para lo cual se 

puede aplicar la factorización QR mediante las 

desviaciones de Householder. Se desarrolla el 

algoritmo para solucionar el problema de 

aproximación lineal mediante la factorización QR 
considerando el evitar el problema de 

desbordamientos por exceso o por defecto (overflow 

y underflow). También se propone un criterio para 

analizar que es muy importante en todo algoritmo. 

También se muestra la manera de aplicar estos 

algoritmos y como en el caso de aproximación lineal 

también se obtiene el coeficiente de determinación 

múltiple R2 y análisis de varianza para probar la  
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signi.cación de la regresión. 

2. Revisión de literatura 

En este capítulo se presentan los conceptos básicos, 

definiciones, notaciones y algunos resultados que 

serán requeridos posteriormente. 

1.1. La factorización QR 

Este tipo de factorización es aplicado en (Houch, 

1997) para solucionar el problema de mínimos 

cuadrados con pesos. 

Definición 1.1 Sea . Se 

dice que la matriz A admite la factorización QR, si 

existe una matriz ortogonal 

y una matriz 

con una matriz triangular superior 

tal que A = QR. 

Teorema 1.2 

 Sea . 

Entonces A tiene una factorización QR donde 

con  una 

matriz superior con elementos diagonales distintos de 

cero. 

Prueba: Sean a1,…,an las columnas linealmente 

independientes de A. Respecto a estas columnas se 

aplica el método de la ortonormalización de E. 

Schmidt. Resultando un sistema ortonormal  

con  

 
En especial se cumple 

 

y  . Completando  a un sistema 

ortonormal  , se obtiene  

es ortogonal. Definiendo
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se cumple  

1.2. Factorización QR de Householder 

Dada la matriz , para los métodos 
numéricos para calcular los valores propios, así como 

para la solución de sistemas lineales solamente es 

importante el caso especial m ≠ n. La utilización de la 
factorización QR para solucionar problemas de la 

aproximación lineal exige también el caso m 6= n. 

La idea del método de Householder es el siguiente. 

En el primer paso se determina una matriz ortogonal  

 tal que 

 
Al multiplicar por P1 la primera columna de A se 

vuelve un múltiplo del primer vector canónico. 
Supongamos que fueron determina dos las matrices 

ortogonales P1,… P1A tal que Pk …P1A tenga la 

siguiente forma 

 
newtheorem{ejemplo}[teorema]{Ejemplo}donde  

 es una matriz triangular superior. Sea 
k≤n-1, de otro modo Pk…P1A tendría la forma 

deseada. Entonces se determina una matriz ortogonal 

, tal que la primera 

columna de   sea unmúltiplo del primer 

vector canónico de . 
Se define 

 
donde RK+1 es una matriz identidad. Entonces Pk+1K 

ℝmxm2 es evidentemente ortogonal. Además se 

cumple 

 

donde Rk+i es una matriz triangular superior. Es 

importante que las primeras k las no cambien al 

multiplicar a Pk…p1A por la izquierda con Pk+1. 

Definición 1.3 Se dice que , es una matriz 
de Householder, si es de la forma 

 

donde . 
Las matrices de Householder son simétricas y 

ortogonales. 
Definimos 

 

Lema 1.4 Para  la matriz de Householder 

 
con 

, se cumple 

Prueba. 

Se obtiene el siguiente algoritmo: 

Dada la matriz  

 

Para  

Calcular una matriz   

de Householder con 

 

Hacer  

Calcular  

Salida  con una 
matriz triangular superior.
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Observaciones: 

a) Definiendo Q:=P1..Pn se encuentra la factorización 

QR dado que QTA=Pn…P1A=R. Para obtener la 

matriz R, no es necesario almacenar la matriz Q. 

b) La factorización QR de una matriz se 

obtiene en  pasos donde n≤ m. Para  
m = n bastan n-1 pasos. 

c) En el Lema (1.4), el vector u, que de.ne la matriz 

de Householder, se distingue de x solamente en la 

primera componente. Habría sido también posible 

poner . Igualmente la matriz 
de Householder transpondría x en un múltiplo del 

vector canónico. La desventaja es que posiblemente 

se sustrae en la primera componente dos números 

casi del mismo tamaño lo que puede in.uir la 
exactitud y 

producir errores por redondeos. 

d) En el Lema (1.4), para evitar overflow o un 

underflow es conveniente calcular primero 

y y después  

 
En el algoritmo para la factorización QR se tomará en 

cuenta el evitar desbordamiento por exceso y por 

defecto (overflow y underflow); existen varias 

propuestas dos de ellas son analizados por Dubrulle 

([5]). 

Teorema 1.5 Para cualquier matriz 

existe una factorización QR. 

La implementación del algoritmo sería la siguiente en 

el k-ésimo paso para el cálculo de 

 

 
tal que 

 

 
 

 

1.3. Aproximación Lineal 

Dado un conjunto de puntos  se quiere 

determinar los coeficientes  de una 

curva  
tales que 

 
este problema es equivalente 

 
donde  

 

En general veces dado un conjunto de puntos 

 se quiere determinar los coeficientes 

 de una curva 

 
que minimicen las suma de los cuadrados de las 

distancias de los puntos dados al polinomio. 
Esto se puede expresar como sigue 

 
este problema es equivalente 

 
donde  
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Otra aplicación es en la solución de un sistema lineal 

Ax = b, cuando se tienen más ecuaciones que 

variables, una alternativa es solucionar el problema 

 

Para las normas  se obtiene un 

problema de optimización lineal. En caso de que se 

trate de  se obtiene el problema de mínimos 
cuadrados. 

Consideramos el problema 

 (AL) 

este problema es denominado un problema de 

aproximación lineal.  

Teorema 1.6 Sea A 2 en el 
problema de la aproximación lineal (AL). Entonces 

1. es solución de (AL), si y sólo si 

es decir se cumplen las 

ecuaciones normales. 

2. El conjunto de 
las soluciones de (AL) es un subespacio afín no vacío 

de , es decir con tales 

. Además se 

cumple  
3. (AL) tiene una solución única si y sólo si 

Rang(A)= n. 

4. De todas las soluciones de (AL) existe 

exactamente una solución xAL con norma de Euclides 

minimal. 

Prueba. 1. Se define  por 

 
solucionar el problema (AL) es equivalente a 

solucionar mín f(x). 

una solución de (AL). Entonces 

 

esto es,  Luego x* es una solución 

de las ecuaciones normales. 

 Sea x* una solución de las ecuaciones 
normales, entonces 

lo cual implica que f(x)≥f(x*), entonces x* es una 

solución de AL). 

2. Hay que mostrar que L≠ø. 

Se cumple: El sistema Ax = b es solucionable si sólo 

si 

 
En efecto:  tiene solución 

Lo que implica  

 

 

 
Sean x; b linealmente dependientes 
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Sea  Núcleo 

 De esto se 

obtiene  y se cumple 

 
de donde se sigue que Ax = 0 y 

 

de esto se obtiene que , es decir,  

L es subespacio ajeno  

 

Sea Como 

 
se obtiene Ax1 = Ax2. 

3. Nucleo . 

Entonces ATA es regular, si Rg(A) = n. 

4. Existencia: hay que demostrar que el problema 

tiene una solución única. 

Sea , luego el conjunto 

es 

compacto por ser laintersección de un conjunto 

cerrado y el otro compacto. Entonces la función 

continua tiene un mínimo en B _ L, por 
consiguiente también toma su mínimo sobre L. 

Supongamos que  sean dos soluciones 

con norma minimal, entonces   

Como L es afín  

 
De esto se obtiene 

 

 
Numéricamente, el problema lineal (AL) se trata de 

la manera siguiente: 
Por el método de Householder se determina una 

matriz ortogonal  tal que 

 

donde  una matriz triangular superior. 

Si es regular. Luego los 
elementos diagonales son distintos de cero. 

Además, si  se cumple 

 
La solución se obtiene de solucionar el sistema 

triangular  
Para el caso donde la matriz A no sea regular o las 

columnas de A sean linealmente dependientes, hay 

que utilizar otros métodos. Para solucionar problemas 

de este tipo numéricamente se necesita métodos para 

el cálculo de valores propios. 

Para solucionar problemas de aproximación lineal, el 
método QR es más eficiente que la aplicación del 

método de Cholesky que soluciona las ecuaciones 

normales  porque el número de 

condición de la matriz AT Aes pésima: 

 
A partir de las observaciones 1.2.3 acerca del método 

de Householder  y de estas observaciones se obtiene 

el siguiente algoritmo. 
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** : Asigna la submatriz   

 

3. Discusión 

3.1 Método de Gauss-Newton para problemas no 

lineales de aproximación 

Dado un conjunto de puntos se 

quiere determinar los coeficientes 

de una curva 

 tal que 

 
este problema es equivalente 

donde  

 
Consideremos el problema 

 (PA) 

donde  
Asumimos que se cumplen las siguientes hipótesis 

a) Dado , el conjunto de nivel 

 
es  compacto. 

b) Sea F continuamente diferenciable sobre un 

conjunto abierto que contiene a Lo 

c)  para todo 

. 

Lema 2.1 Sea  convexa. Entonces f 
es diferenciable y 

, para todo . 

Prueba. Definimos por 

 

Mostraremos la existencia de  

Por la convexidad de f para t 2 [0; 1] se cumple 

 
De esto se obtiene 

 

Esto signi.ca que esta acotada inferiormente. 

Para  se cumple 
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De esto se obtiene que  es decreciente sobre  y 

como es acotada inferiormente, existe 

y se cumple 

 
Lema 2.2 Dado (PA) con las hipótesis a), b) y c) y 

con  consideremos el problema 

 
(LPX) 

Entonces existe una solución p* (no necesariamente 

única) de (LPx) y se cumplen. 
1. Si fx(p*) = f(x), x es una solución estacionaria de 

(PA), es decir 

 
2. Si fx(p*) < f(x),para p Єℝn, se cumple 

 
es decir p es una dirección descendente para f en x. 

En particular, p* es una dirección descendente para f 

en x, si fx(p*)≠ f(x). 

Prueba. 1) Se va ha probar que (LPx) tiene solución. 

Consideremos 

 
(Pg) 

El conjunto   

es cerrado por ser la intersección de conjuntos 

cerrados. Para  se cumple 

 

se tiene que  también es acotado. Por consiguiente 

 es compacto y el problema (Pg) tiene solución. 
Una solución de fx(p*) = f(x) es p = 0 y por lo tanto es 

una solución estacionaria de 

(LPx), luego se tiene 

De esto se obtiene 

 
Por consiguiente x es una solución estacionaria de 

(PA). 

2) Si f(x+p)-f(x)<0, por el Lema precedente se tiene 

 
Luego 

 
Por consiguiente p es una dirección descendente. 

Una vez determinado una dirección descendente p se 

tiene que elegir una longitud de paso t, para lo cual se 

puede usar el siguiente algoritmo de Armijo. 

 
Este algoritmo finaliza en un número finito de pasos. 

En efecto, supongamos que (*) no se cumple, luego 

se tendría 

Por el Lema precedente y de esto se obtiene 

 
Finalmente se obtiene 

 
Lo cual es absurdo, por consiguiente (*) se cumplirá 

en un número finito de pasos. 

Lema 2.3  una dirección 

descendente tal que 

 
y 

 
Entonces 

 

para todo 
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Prueba. Sea el primer cero positivo de f(x)-f(x+ tp). 

Luego 

 

para  se cumple 

� 

Tomando normas, para se 
obtiene 

Para , de esta inecuación con  resulta 

que  y así se obtiene   

Teorema 2.4 Dado (PA) con las hipótesis a), b) y c). 

Sean , p una dirección descendente. 

Aplicando la prueba de Armijo existe una constante  

tal que  

Prueba. Sean  y en 

Algoritmo de la búsquea de Armijo con . 

Para  se tiene 

 

Para se cumplen dos desigualdades 

 
(1) 

 
(2) 

Sea  el primer cero positivo de f(x)-f(x + tp). 
Se tienen dos casos 

a) Para  por el Lema (2.3) y por (2) se 

obtiene 

 
Simplicando se obtiene 

 
 

De esto y por (1) 

 

 
(3) 

b) Para , por el Lema (2.3): 

Como , por la prueba del Lema 

(2.3) se obtiene 

 
Por (1) y de esto se obtiene 

 
Despejando 

 (4) 
En (3) y (4) tomando 

 , finalmente se 

obtiene 

Teorema 2.5 Sea Rango(F’(x)) = n para todo . 
Consideramos el siguiente algoritmo 

En caso de que el algoritmo no termine en un número 

finito de pasos con una solución estacionaria de (PA), 

se tiene la sucesión  con  

  y cada punto de 

acumulación x* de  es una solución estacionaria 
de (PA). Si (PA) tiene una solución estacionaria 

única,  converge a x*. 

Prueba. a) Sea . 

Se cumple que es acotado, en efecto. Se cumple 

 

Como tiene rango n, se tiene que 

 es regular. Luego se obtiene 
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con 

 

Por consiguiente, se tiene , 

es decir  es acotado. 

b) Se cumple , en efecto: 
Por el Teorema (2.4) se tiene 

Luego  implica 

 
c) Sea x* un punto de acumulación de  y como 

 es acotado, existe un subconjunto K⊂  infinito 

tal que  . Así, p* es una 
solución de 

 (LP*) 
con fx

*(p*) = f(x*). Es decir, según el Lema (2.2), x*es 

una solución estacionaria. 

Para p Єℝ n se cumple 

 

Para  es solución de (LP*). Por (b) se tiene 

 

Lo que implica  . 
 

4. Resultados 

En la sección anterior se han desarrollado la base 

teórica del método de Gauss_Newton para problemas 

no lineales de aproximación para cualquier norma, 

también se presenta las propuestas de los 

correspondientes algoritmos para su implementación, 

en particular para la norma euclideana . Para la 
parte estadística puede ver por ejemplo [7]. Los 

algoritmos correspondientes se han implementado 

usando el Sofware MATLAB, a continuación se 

muestran algunos ejemplos, donde se ilustrarán las 

corridas y los datos de entrada que se requieren en 
éstos métodos. Para la implentación se han 

considerado los siguientes criterios: 

1. Para la prueba de Armijo 

 

Se elige ', como el punto 

medio del intervalo, esto es 

 
2. En cada paso se tiene que solucionar el problema 

 
que es un problema de aproximación lineal. Para este 

problema se ha utilizado la factorización QR, dado 

que tiene la forma 

 
donde 

 
3. Criterio de finalización: El algoritmo termina, si 

 
En los siguientes ejemplos se considera 

 
Ejemplo 3.1 Se está buscando ajustar la función 

para los datos 

 

Tabla 3.1.1. Datos. 

 
 
En este caso en particular, usualmente se realiza la 

transformación logarítmica ln y = ln a + bt que tiene 

la forma Y = A + bt con Y = ln y y A = ln a. Luego, 

aplicando ajuste lineal y como a = exp(A), se obtiene 

 
el coeficiente de determinación múltiple es 

  
En este ejemplo vamos a veri.car que la 

aproximación no lineal proporciona un mejor 

resultado. Consideramos  de finimos 

la función cuyas componentes 
están dados por 

 
Luego hay que solucionar el problema 

 
Se requiere 

donde 

 

Para el punto incial  y  

en la prueba de Armijo y con  en el criterio 
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para finalizar , se obtienen los 
siguientes resultados 

 

Tabla 3.1.2 Resultados para el ejemplo 1. 

 
 

Se obtiene una aproximación de la solución óptima 

 y el valor óptimo 

 
Así se obtiene 

 
 

con el coeficiente de determinación múltiple 

R2=0;97108579559180 que mejora a . 
Análisis de varianza para probar la significación de la 

regresión: 

 
 

donde n = 5; p = 1; k = 2. Para = 0;05, como 

F0=67;17015498 > f,k,n-p= 6;94 se rechaza la 
hipótesis nula . 

En la figura se aprecia que aplicando el ajuste no 

lineal se obtiene un mejor resultado que aplicando del 

ajuste lineal mediante una transformación 

logarítmica. 
Ejemplo 3.2 Se está buscando ajustar la función 

 con los datos. 

Figura 1: Gráfica de resultados obtenidos aplicando 
ajuste lineal y no lineal. 

 

 

 

Tabla 3.2.1 Datos. 

 
 
Consideremos x1= a, x2=b, x3 = c; y definimos F=(Fi) 

ℝ3→ ℝ12 cuyas componentes están dados por
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Luego hay que solucionar el problema 

 
En este caso se tiene 

Para el punto inicial x0:= (200, 30, -0,4)T y δ = 

0;0001 en la prueba de Armijo y con ε = 10-12 en el 

criterio para finalizar (f(xk)-fk(pk) < ε), se obtiene la 

siguiente corrida 

 

Tabla 3.2.2 Resultados del ejemplo 1. 

 
 

Tabla 3.2.3 Resultados del ejemplo 1. 

 

Se obtiene una aproximación de la solución óptima 

x*≈x6  y el valor óptimo 

 
Así se obtiene 

 
con el coeficiente de determinación múltiple 

R2=0;99988411440177. 

Análisis de varianza para probar la significación de la 

regresión: 

Donde n=12, p=1; k=3. Para α= 0,05, como 

F0=31636;73319969>fα,k,n-p=3,59 se rechaza la 

hipótesis nula. 

Ejemplo 3.3 Se está buscando ajustar la función 

g(t)=a + b ec t + d ef  t con los datos 
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Tabla 3.3.1 Datos. 

 
Consideramos x1=a, x2=b, x3=c, x4=d,x5=f y 

definimos F = (Fi) : ℝ5→ℝ12 cuyas componentes 

están dados por 

 
Luego hay que solucionar el problema 

 
Se tiene 

 

Para el punto inicial x0=(1,75, 1,20,-0,5, 0,8,-2,0)T y 

δ=0;0001 en la prueba de Armijo y con ε = 10-12 en el 

criterio para finalizar (f(xk)-fx
k(pk)< ε), se obtiene una 

aproximación de la solución óptima x*≈ x8 y el valor 

óptimo 

 
Luego se considera 

 con 
el coeficiente de determinación múltiple 

R2=0;99987473421760. 

Análisis de varianza para probar la significación de la 

regresión: 

Donde n=12, p=1, k=3. Para α=0,05, como 
F0=17959;55853981 > fα,k,n-p= 3,63 se rechaza la 

hipótesis nula. 

Figura 2. Curva de ajuste y = a + b ec  t + d ef  t. 

5. Conclusiones 

En el algoritmo propuesto para solucionar el 

problema de aproximación no lineal, el problema es 

tratado como un caso especial de minimización no 
lineal sin restricciones, se aprovecha la estructura 

especial de la función objetivo. Para solucionar este 

problema en cada paso se tiene que determinar una 

dirección descendente y una longitud de paso para 

de.nir el siguiente punto iterativo. 

Para obtener una dirección descendente se resuelve 

un problema de aproximación lineal, el cual es 

solucionado aplicando una factorización QR 

mediante las desviaciones de Householder. La 

longitud de paso se determina aplicando el algoritmo 

de búsqueda de Armijo. 
Para la factorización QR se ha tomado en cuenta un 

criterio para evitar desbordamiento por exceso y por 

defecto (overflow y underflow). 

Los algoritmos requieren que se introduzcan los 

jacobianos de cierta función. 

El ajuste no lineal es recomendable en caso de 
conocerse el modelo y en otro caso el investigador 

podría proponer un nuevo modelo. En este sentido, el 

ajuste no lineal es más fleexible que el ajuste lineal. 

Se han implementado los algoritmos propuestos para 

solucionar problemas de aproximación no lineal 

aplicando el método de Gauss-Newton y mediante los 

ejemplos presentados se puede apreciar su eficiencia 

y que su manejo es posible. 

La convergencia del método dependerá del 

cumplimiento de las hipótesis por parte de la función 

objetivo y del punto inicial. En la práctica no se 

realiza la verificación de las hipótesis de 
convergencia, no son fáciles de veri.car, sino 

simplemente se da un punto inicial y se inicializa la 

corrida. Un criterio para validar los resultados 

calculando es mediante el coeficiente de 

determinación múltiple R2. 

Algunos modelos de ajuste no lineal pueden ser 

transformados en un modelo lineal, sin embargo los 
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problemas de aproximación resultantes no son 
equivalentes y se tendrán soluciones distintas. En 

problemas de ajuste se recomienda solucionar los 

problemas sin transformarlos. 
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