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Algoritmos para la implementacion computacional del método de Gauss-
Newton para el problema de aproximacion no lineal

Alessandri Canchoa Q. *

Resumen

En el presente trabajo de investigacion se desarrollan los algoritmos para la implementacion computacional del
método de Gauss-Newton para el problema de aproximacion no lineal, en particular para el problema de minimos

cuadrados no lineal.
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Abstract

Presently investigation work the algorithms are developed for the implementation computacional of Gauss-Newton
method for the problem of non lineal approach, in particular for the nonlinear least-square problems.

Key words:

1. Introduccién

En el presente trabajo se enfoca el problema de la
aproximacion no lineal aplicando el método de
Gauss-Newton. Una de las aplicaciones se da con la
norma euclideana para solucionar el problema de
aproximacion no lineal conocido como regresion no
lineal, ajuste no lineal o problema de minimos
cuadrados no lineal. Cuando se requiere ajustar los
datos obtenidos a una curva, generalmente se trata de
transformar los datos para tener un problema de
ajuste lineal, esto no siempre es posible y en caso de
serlo se introduce un error; pueden variar
sustancialmente las soluciones obtenidos del
problema original y del problema transformado. En
estos casos es recomendable realizar un ajuste no
lineal en caso de conocerse el modelo y en otro caso
el investigador podria proponer un nuevo modelo.

El objetivo del presente trabajo es el desarrollo de
algoritmos para la implementacion computacional del
método de Gauss-Newton para el problema de
aproximacion no lineal, para lo cual se desarrollan los
fundamentos  tedricos.  Este  problema de
aproximacion no lineal es un problema de
minimizacién sin restricciones con una funcién
objetivo muy especial. En el método de Gauss-
Newton en cada paso se requiere encontrar una
direccion descendente, esto se obtiene solucionando
un problema de aproximacion lineal, para lo cual se
puede aplicar la factorizacion QR mediante las
desviaciones de Householder. Se desarrolla el
algoritmo para solucionar el problema de
aproximacion lineal mediante la factorizacién QR
considerando el evitar el problema de
desbordamientos por exceso o por defecto (overflow
y underflow). También se propone un criterio para
analizar que es muy importante en todo algoritmo.
También se muestra la manera de aplicar estos
algoritmos y como en el caso de aproximacién lineal
también se obtiene el coeficiente de determinacion
multiple R2 y analisis de varianza para probar la

signi.cacion de la regresion.

2. Revision de literatura

L Profesor Principal, Facultad de Ciencias, Departamento de
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En este capitulo se presentan los conceptos basicos,
definiciones, notaciones y algunos resultados que
seran requeridos posteriormente.

1.1. Lafactorizacién QR

Este tipo de factorizacion es aplicado en (Houch,
1997) para solucionar el problema de minimos
cuadrados con pesos.

Definicion 1.1 Sead € R, m = n g
dice que la matriz A admite la factorizacion QR, si

existe una matriz ortogonal
— : T T
ReER™™ (Q Q= —,}y una matriz
- (%)
con una matriz triangular superior
tal que A = QR.
Teorema 1.2

gsead € BR™™", rang(A) =n,. m = n

Entonces A tiene una factorizacion QR donde

R )
B = ( g RmeEn — THRX T
0 con M1 ER una

matriz superior con elementos diagonales distintos de
cero.
Prueba: Sean ai,...,a, las columnas linealmente
independientes de A. Respecto a estas columnas se
aplica el método de la ortonormalizacion de E.
Schmidt. Resultando un sistema ortonormal
{aflr ,ﬂv} ER mcon
Linia,, ... a;} = Linlgy, .. g k= 1, .un
En especial se cumple
k
ap — Z Tirgj. k=1,.__, n

i=1

y "x F 0 Ccompletando (g0 0n) 3 un sistema
ortonormal (9s: =+ G G + Lo gk E™ se obtiene
Q = gy . gn) € R™ g ortogonal. Definiendo
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para 7 =k
para 3 =k

(R1)j5 = { o

se cumple‘;!L = (a1,..-.a,) = QR, R:= ()

1.2. Factorizacion QR de Householder

Dada la matriz? € R , para los métodos
numeéricos para calcular los valores propios, asi como
para la solucion de sistemas lineales solamente es
importante el caso especial m # n. La utilizacion de la
factorizacion QR para solucionar problemas de la
aproximacion lineal exige también el caso m 6=n.

La idea del método de Householder es el siguiente.
En el primer paso se determina una matriz ortogonal
P e B™ tal que

(=)

PA= '

Al multiplicar por Py la primera columna de A se
vuelve un multiplo del primer vector candnico.
Supongamos que fueron determina dos las matrices
ortogonales Pi,... P1A tal que Px ...PiA tenga la
siguiente forma

* * * * *
0 * * * *
P....PA =
oot 00 0|+ =

00 ... 0= ... =
m—k

00 ... O0fs ... =%

B (R“ A‘f:,)
0 |4,
newtheorem{ejemplo}[teorema]{Ejemplo}donde
R*e R™ g5 una matriz triangular superior. Sea

k<n-1, de otro modo P...PiA tendria la forma
deseada. Entonces se determina una matriz ortogonal

s (k) < (v _
Pp4y € BY i ], tal que la primera

B Ak - .
columna de * &+1<%22 sea unmdltiplo del primer

L, . 1—k
vector canénico de ™,

Se define

I 0
FPrt1 3=( [T B )

donde R¥*! es una matriz identidad. Entonces Py+K
R™™2 es evidentemente ortogonal. Ademas se
cumple

R* | A*
P P.. . PLA = 12
k+145%k 1 ( 0 |P.:¢+]_'~1‘2“'2 )

_ ( RETL| AT )
Lo A
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donde R es una matriz triangular superior. Es
importante que las primeras k las no cambien al
multiplicar a Px...p1A por la izquierda con Py1.
Definicion 1.3 Se dice que © £ B™™" s una matriz
de Householder, si es de la forma

P=I_2uu_

Ul

donde € B™\(0F

Las matrices de Householder son simétricas y
ortogonales.
Definimos

L 1 . = £20
signit) = 1 G t<0

Lema 1.4 Para* € B™\{0} |a matriz de Householder

I

P-=I— """ —7T— Buu
T W
con
u =z + sign(x)||x|e1 v 5= é = ]—
u'u lz|a(llz]l2 + [=)
Pz = —sign(z)|z[ze
= (#0,0,---,0)F.
, se cumple
Prueba.
2
b= T
2
= (= + sign(z)|z]ze1) (= + sign(z1)[zll2e1)

2
]Iz + 2llzll2z1] + [l
1
l=llzCll=llz + |=11)

Pz = Pu-—sign(z)||z/2Per
= —u— sign(z))||z]se; + Buysign(z))|x]su
= —u—sign(zy)||x|er + Bz + sign(ay)|alle) [« ]zsing(a) Ju

o (Jeeg| + [|[|2) 1=

e il

llzll2(l1 + [lz2]l)
= —agn(z1)||z]se1

Se obtiene el siguiente algoritmo:

Dada la matriz

A=(a;) eR™ " m=n

Parak: 1.2 .. ._mfn_{n._m— 1}

Calcular una matriz (m —k+1) x (m —k+1)
de Householder con

Poi(rip, - ommi) | =v[ﬂk_- 0,...,0)
Py, = dwag(Ly—y, Pr+1)

Hacer
Calcular . = Fi. R
R )

. R = |: i| s RmrEn — TR T
Salida 0 con 1 € BT 0
matriz triangular superior.
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Observaciones:

a) Definiendo Q:=P;:..P, se encuentra la factorizacion
QR dado que QTA=P,...P;A=R. Para obtener la
matriz R, no es necesario almacenar la matriz Q.

b) La factorizacion QR de una matriz 4 € B "se

obtiene en minim.m — 1} pasos donde n< m. Para

m = n bastan n-1 pasos.

c) En el Lema (1.4), el vector u, que de.ne la matriz
de Householder, se distingue de x solamente en la
primera componente. Habria sido también posible
=x — s:'gn{x,_:]"x

poner ¥ 2. Igualmente la matriz
de Householder transpondria x en un multiplo del
vector canonico. La desventaja es que posiblemente
se sustrae en la primera componente dos nimeros
casi del mismo tamafio lo que puede in.uir la
exactitud y

producir errores por redondeos.

d) En el Lema (1.4), para evitar overflow o un
underflow es conveniente calcular  primero

y ==z/| .1||:x:y P=I— SuuTydespués

1
~wl2(llwlla + )

En el algoritmo para la factorizacion QR se tomard en
cuenta el evitar desbordamiento por exceso y por
defecto (overflow y underflow); existen varias
propuestas dos de ellas son analizados por Dubrulle
([5D).

Teorema 1.5 Para cualquier matriz

A ~ 1L M T - . . .,
AER - T == Trexiste una factorizacion QR.
La implementacion del algoritmo seria la siguiente en
el k-ésimo paso para el calculo de

= / T
P, = I??l--‘t!"‘] - jnkuk ’

e VT / T, 7
Up = Uk, - - - - Uk ) . 31:: = Zl,-"lli’uk U )
tal que
Poay, = [rk‘[]_____O']_ con  ap = {ak;:_____amk)_

Calcular |jag|s == max |ag]
i=k,.._m
=10
Para 1=k.--- . m
Ugpe = agkfﬂak | aa
a=a+u)
a=.a

3[;0 = ],,-'r:ﬂfcl =+ g ]]

gy = ug, + signfag) o

=

% Calculando A := P A quedan las primeras (k — 1) filas, por lo cual.
70 36lo se caleula gy, ya;;jparaj=k+1.--- n, 1=k, --- ,m.

api = —sign(apk)||ar||co

Paraj=k+1,--- . n

m
5=, E Ui

i=k

Para 1. =k, --- . m

| G 7= Qi — & Ui

1.3. Aproximacion Lineal

Dado un conjunto de puntos (v bio g quiere

determinar los coeficientes “0- @1: """ - @p de una
curva Y= apt? + -+ ast® + ait + ao,
tales que
b 2
m[nz (y; — apt? — -+ — agt® — mf:—an}
i=1
este problema es equivalente
min || Az — b, ,
donde
-1 a.
t’fﬁ'l £ 1 aﬂ] u
A AR r 1
. -_| ) a
th fi tn 1 a Un
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En general veces dado un conjunto de puntos
tiyi) b . . -
{(t w)}isy se quiere determinar los coeficientes
g, @y, &
0. P de una curva
Y = app,(t) + - + asp(t) + a1 (£) + ao.
gue minimicen las suma de los cuadrados de las
distancias de los puntos dados al polinomio.
Esto se puede expresar como sigue
n
. \ . o 2
mmz(ys—awp[t]—---—a:r-'.ﬁg(ﬁ}—alaslf\t]—ao,] :
=1

este problema es equivalente
1_1.1: - b |2 -

min
donde
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Algoritmos para la implementacion computacional del método de Gauss-Newton para el problema de aproximacion

no lineal
PR [ m fy
o) @it - ooltt) glt) 1 - ]
in m in ] (4] A (4, ] p_
o) @il - oolty) glty) 1 )
A= = b=

A ]

Oylta) Ppille) ++ galle) gylln) 1 N b
Otra aplicacion es en la solucién de un sistema lineal de B™ e decir con T1.%2 € Liges

AX b, cuando se tienen mas ecuaciones que
variables, una alternativa es solucionar el problema

min ||Axz —b|,z € R™.

Para las normas ||||J o | | oo se obtiene un
problema de optimizacion lineal. En caso de que se

trate de BIES se obtiene el problema de minimos
cuadrados.

Consideramos el problema

min | Az — bl|s, x & R", (AL)

este problema es denominado un problema de
aproximacion lineal.

Teorema 1.6 Sea 1 € ™™ ". m Z naoenel
problema de la aproximacion lineal (AL). Entonces

1. =" € B solucién de (AL), si y sélo si

ATAz* = AT,

ecuaciones normales.
o — AT 4 AT

2. El conjunto L = {eeR": A Az =A b}ge

las soluciones de (AL) es un subespacio afin no vacio

es decir se cumplen las

flz) - fla)

1
5(

1 .
5 A=)l

lo cual implica que f(x)>f(x"), entonces x" es una
solucion de AL).
2. Hay que mostrar que L+#g.
Se cumple: El sistema Ax = b es solucionable si sélo
Si
- AT ATY : - T  _
y € Nucleo(A ) implica b’y = 0.
En efecto; =) Az = b tiene solucién
Lo que implica

%({;;‘A‘Ax —2: ATh) - %({x'TA_Ax‘ 9" TATh

;—(:c —2') AT Az —2")
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(1—Maz1+Aza €L, VAER, pdemas se

Cumple A:L"| = ;*1.1‘-). 1"':"r.i'-L‘| LT = L.

3. (AL) tiene una solucién Udnica si y s6lo si
Rang(A)=n.

4. De todas las soluciones de (AL) existe
exactamente una solucion xa. con norma de Euclides
minimal.

Prueba. 1. Se define J : " — I por
1

flz) = SllAz— b3
1, .
= E{‘*la:—b}—r[ﬁx—b]l
solucionar el problema (AL) es equivalente a

solucionar min f(x).
==)Sea =" € 2" yna solucion de (AL). Entonces

Viz*')=0= ATAz" —ATh=0

esto es, AT Az = ATh. Luego X" es una solucién
de las ecuaciones normales.

Sea X una solucion de las ecuaciones
normales, entonces

P . 1, .1 -
S(@ AT =2 ATb+||b|§)—§{(x' ATAz" -2 TA b+ b]})

)

1 .7 . 1 - -
S(@ AT A~ 22 AH]-E({J;'TA b—22"TATh)
;-({x_a_Ax ~2T4Tb+2ATh))

(2 ATAz - 22" TA T Az + 2" AT A2*))

y Ar = [ﬂ_y}—r:c =y b yecR™

y € Nucﬂﬁolzfl_]l = ATy=0= y_b =0
=) yc ."'ftlcieo{ﬂ_} =y b=0.
Sean x; b linealmente dependientes

= 7 & Nucleo[AT) = Rg(AT) = Rg(4) = Rg(A | b).
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Sea T £ Ncleo .

(ATA)T = Nuecleo(ATA).De esto  se
obtiene A Az = 0
0=z'A"Ar = || A=z,
de donde se sigue que Ax=0y
z ATb=(Az) b=0,
de esto se obtiene que & = L es decir,L = 0.

L es subespacio ajeno “—

ATA(1 = Naidzs) = (1—AN)AT Az + AAT Azs

(1—X)"b+2ATb
= AT
sea *1.72 € L = f(z1) = f(x2) como

. . 1 ) .
0= flz)) — flze) = Elﬁil‘] — )3,

y se cumple

se obtiene Ax1 = Ax2.
3. Nucleo Az = “'1-'13?.

Entonces ATA es regular, si Rg(A) =n.
4. Existencia: hay que demostrar que el problema

min ||z]|z sujetoaz e L-={z cR"- A A=A

tiene una solucién Unica.

Sea € L, luego el conjunto
= n T . - - L —_—

L{z €R™ - |aflz < [la*[2} = B

compacto por ser laintersecciéon de un conjunto

cerrado y el otro compacto. Entonces la funcidn

|- |?continua tiene un minimo en B _ L, por
consiguiente también toma su minimo sobre L.

Supongamos que *1. T2 € L sean dos soluciones

con norma minimal, entonces lz1ll2 = |z2]|2-

1 . _
Como L esafin 211+ 22) € Ly

1
|§{I1 +axa)|l2 = 5“ x1|l2 + ||z2]|2)
= |lz1llz = ll=2]|2

1.
< |§{x1 + 2|2
De esto se obtiene

1
2 |z1 + x2||2 = [|=1]|2
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13 - 2 29 + oo}

o1 =23
13 = (o1 213 = e ~ llaally) + a3
) % 2
Azl + lwally) = loy + a5
= 0
Numeéricamente, el problema lineal (AL) se trata de

la manera siguiente:
Por el método de Householder se determina una

7 BT
matriz ortogonal ReER tal que
Tas_ p_ R }ﬂ. ' S - }n
QA_R_( 0 ) tm—n y Qb_(d) tm—n
— T
donde R eR una matriz triangular superior.

si rang(d) =mn, R regular. Luego los
elementos diagonales son distintos de cero.

Ademés, si T EX". se cumple
Az —b; = Q" (Az—b)|f3
= |QTAz— Q4|3

|l B . c \|l
B AN d /|
2 2
= |[Riz — ez + ||d[|2
La solucion se obtiene de solucionar el sistema

2

2

triangular Riz=c

Para el caso donde la matriz A no sea regular o las
columnas de A sean linealmente dependientes, hay
que utilizar otros métodos. Para solucionar problemas
de este tipo numéricamente se necesita métodos para
el célculo de valores propios.

Para solucionar problemas de aproximacién lineal, el
método QR es mas eficiente que la aplicacion del
método de Cholesky que soluciona las ecuaciones

AT A _ AT
normales (A% Az = A7) porque el ndmero de
condicion de la matriz AT Aes pésima:

cond(ATA) = ||ATA|]2)A7rA7T;
= p(ATA)p(A™ATT)
= p(A%)p(A?)7
= cond(A?)

A partir de las observaciones 1.2.3 acerca del método
de Householder y de estas observaciones se obtiene
el siguiente algoritmo.
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Algoritmo QR3. para el problema de aproximacion lineal:

Entrada: 4 = (azj7) € ™" b= (b;) € ™ donde m = n.

Poner Ab = [A, b]; % matriz ampliada
Para k:=1,--- min(n,m—1)
Para j =k :m
Ti—k+1 - = r’lbj'_;c
E]j—.‘c+l =10
normMax = ||z||eo
y = z/normMax
alfa = |ly|la
el :==1;% el = (1,0, ...,0)% en R("F)
Sia; =0
| signxl =1
sino
| signxl = —1
Fin-s1

uw =1y + signzl * alfa + el

beta = 1/(alfa = (alfa+ |y1]))

Salida: A1.51 donde A1 =@ + A =

con R1 triangular superior
Bl=0Q *b

Abp 4. = —signal # normMax * al fa
Parat=k+1,--- . m
[ Abjisy =0
V = Ab(kem. (k+1):n-+1) 0o #
Al = Ab. 1.
bl = Abi. a1y
R1

(Ab

** . Asigna la submatriz *<*¥%.J

3. Discusién

3.1 Método de Gauss-Newton para problemas no
lineales de aproximacion

T

Dado un conjunto de puntos {(tw)lia g

quiere determinar los coeficientes
an,al, " . Gpde ~ una curva
y=¢lta a2, - .ap). g que
T
. . -
min Z-:lyé —w(ti;a1, a2, -+ ,ap))
=1
este problema es equivalente
donde
min ||H(z)[,
plbr; 21, 29,70, 2) — Y1 a)
p(ty; 01,29, ,3y) = Y2 al
H(z)= x=
oty 21,22, 2p) = Yy Oy

Consideremos el problema

min f(x) = ||F(x)]| .= s E™ (PA)

donde £ : " — ™

Asumimos que se cumplen las siguientes hip6tesis
— T2

a) Dado 0= R® conjunto  de

Lo ={=z e R" : f(=) < f(za)}

es compacto.

nivel
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i=k, -

m, j=k+1,--- . n+1)

b) Sea F continuamente diferenciable sobre un
conjunto abierto que contiene a Lo

) |F'(z) — F'(w)ll <~ ll=—wll

para  todo

z,y € Ly
- L N J
Lema 2.1 Sea f-R R convexa. Entonces f

es diferenciable y
fllzip) = flx+p) — f(x}, para todo *-» € ™.
Prueba. Definimos P : EF* — R por
flz +tp) — fl=)
t

Bt) =
lim ®(¢).

. . —nt
Mostraremos la existencia de ¥~

Por la convexidad de f parat 2 [0; 1] se cumple

1 t .
flx) = f(m[r+ﬁ?0]'+1+tfl—?ﬂi')
Lfr +t)+if'-— )
= 1y T \= =7
De esto se obtiene

flz)— flz—p) = - = ®(t), vt €]0,1]

Esto signi.ca que P esta acotada inferiormente.
Para 0 < s =t <1 s cumple
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1
¥(s) = —(flz+sp) - f(z)
= l(f(f(:r-l—f:ﬂ)—t
s t
flz +1tp) — fl=z)
- t

De esto se obtiene que & es decreciente sobre 10-1[y
como es acotada inferiormente, existe

fllz;p) = lim ®(¢)
t—0+ ysecumple

f(z:p) < flz+p) — fl2).
Lema 2.2 Dado (PA) con las hipotesis a), b) y c) y
con o € Lo consideremos el problema

min fz(p) = ||F(z) + F'(z)p|| .p € R
(LPx)

Entonces existe una solucion p” (no necesariamente
Unica) de (LPx) y se cumplen.

1. Si fy(p") = f(x), x es una solucion estacionaria de
(PA), es decir

f.'(p:q) = 0 para todo g € R™.

2. Si fu(p") < f(x),para p €ERr, se cumple

o' (p:q) = f2(p) — Flz) <0,

es decir p es una direccion descendente para f en Xx.
En particular, p” es una direccién descendente para f
en x, si fu(p")# f(x).

Prueba. 1) Se va ha probar que (LPy) tiene solucién.
Consideremos

min g.(g) := | F(x) + gl| . g € Im(F'(x)).
(Py )

El Conjunto L= { q = R": QT(Q.:I i me]}' N Im(F*(\r})
es cerrado por ser la interseccion de conjuntos
cerrados. Para ¢ € L se cumple

lgll = llg+ F(z) — F(x)|
= llg+ Flz)|l + [|F(=)]]
= g2(0) + |[F(=)]]
= 2| F(=)ll

_5:::) —fr_x:u)

= a(t)

se tiene que L también es acotado. Por consiguiente

L es compacto y el problema (Pg) tiene solucion.
Una solucién de fx(p™) = f(x) es p = 0y por lo tanto es
una solucién estacionaria de

(LPy), luego se tiene

f=(0 +tq) — f=(0)

0 = f(0:q)= lim :
_ o IF@ P ()l - |F )
t—0+ t
o IE@) + P )l - F()
f_'l}+ 'Ig

= g'(F(z); F'(z)q
De esto se obtiene
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0<£/(0:9) = g/(Flz); F'(z)g = f (¢;q) para todo g € R
Por consiguiente x es una solucion estacionaria de
(PA).

2) Si f(x+p)-f(x)<0, por el Lema precedente se tiene
¢ (F(x): F'(z)p) = g (F(z)F'(x)p) — g(F(x))
Luego

fllz;p) = ¢ (Flz); F'(z)p)
< g(F(z)F'(z)p) — g(F(z))

= flz+p)— flz) <0,
Por consiguiente p es una direccién descendente.
Una vez determinado una direccién descendente p se
tiene que elegir una longitud de paso t, para lo cual se
puede usar el siguiente algoritmo de Armijo.

Algoritmo: Buisqueda de Armijo
Elegir 6 en 0,1/2[y L,u en |0, 1] tales que L < u,

@ =1
Paraj:=0.1,2,--
Si flz+¢;p) < fle) +0g; [f2(p) - fl2)] (¥)

. [
t:=p; iParar!

Sino

Elegir \,,?J;_l c [L QJ‘ u l’;"‘i-:|

Fin-si
Este algoritmo finaliza en un nimero finito de pasos.

En efecto, supongamos que (*) no se cumple, luego
se tendria

flz+¢;p) — flx)

§[fe(p) — fx)] = lim
J—oe @;

= f(z:p)
Por el Lema precedente y de esto se obtiene
8[fz(p) — flz)] = F£'(=:p)
f't'lr'r p)— f':ul.:'

Finalmente se obtiene
0<(1—-6)[fz(p) — flz)] <0

"-_.‘_r,_-"\-_v_-"'

0 -0

Lo cual es absurdo, por consiguiente (*) se cumplira
en un numero finito de pasos.

Lema 23 *€Lo yPEE" n3 direccion
descendente tal que

fo(p) = ||Fla) + F'()p|| < f(x),
y

 _ 2(£o(p) — (=)

t _ 3
Y | ?-"|

Entonces N
fla+tp) < f(x) +t (falp) — £(2) + £ 5 o]

para todo t € [0, min (1,%")],
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Prueba. Sea t el primer cero positivo de f(x)-f(x+ tp).
Luego

x +tp € Ly para todo s € ﬂﬂ

para te -ﬂ'-t] se cumple

i
Feet) = il | (leo)-Flps
0

¢
= (l—t]fo)-l-t[F(x}ﬂ-F’(x}p:—f (F’(x—sp]—F’(x']des

0 0
Tomando t € [0,min (1,¢)] se
obtiene

flz +tp)

normas, para
< (1= 9F@) +tfalp) + 5 [Ipl®
= @) +t(flp) — f@) + 5 ]

Para t = 1, de esta inecuacion con T = t resulta
que =T yasi se obtienel(0-t) = min (0.)
Teorema 2.4 Dado (PA) con las hipétesis a), b) y c).

Sean ¥ € LD, p una direccién descendente.
Aplicando la prueba de Armijo existe una constante

tal que & = 0
flz) - felp)

2
f(2) - flz+1p) 26 min [ﬂ.x} ~flp). (T) ] |

Prueba. Sean @ €/0.1/2[y 0 <l < wu <1 y en

Algoritmo de la busquea de Armijo con t= *i,
Para = 0:t=¢; =1 ge tiene

flz+p) = flz) + 0 (fz(z) — f(=))

ParaJ 7 0¥ = %j-1se cumplen dos desigualdades
flz+tp) < flz)+8t(fo(z)— f(z))
(6))

fle+sp) > flz)+ds(falz) — flz))
2

Sea t el primer cero positivo de f(x)-f(x + tp).
Se tienen dos casos

a) Para % =, por el Lema (2.3) y por (2) se
obtiene

f2) +8s(fele) - &) < flatsp)
< fle)+o(i0) - o)+ bl?
Simplicando se obtiene
0< 2 s(6—1)=ls =t
¥ Izl

De esto y por (1)

flz+tp) = fl=)+t(fzlz) — f(=))
21 s :
lgétd—lﬂfxiwi—f(rl)

¥ |lo

< flz)+

Anales cientificos UNALM Vol 70 N° 2, 2009, pp. 66-78

20 o, . . .
|p|2¢(1 — ) (flz) — falp)) = flz) — flz +tp)

3 _
b) Para ¢ = %, por el Lema (2.3):

Como fl) — flz+tw) =0 por la prueba del Lema
(2.3) se obtiene
0 = (f=(p) — fl=)) + 5 lIpl®

2 i . ~
——s(flz)l—fpl=t<s

0=
T el
Por (1) y de esto se obtiene

Iz + tp) Flz) + 6t { fe{z) — F=))
< f(x) — ——— (f(z) — f=(p))’
¥ el
Despejando

af / £x) — £ (p)h 2
f(z) - flz+tp) = — (—ﬂx' fI"N)

g (||l (4)
En (3) y (4) tomando

) 24 i
# = min {—

1 A
¥ el

a1 —5':} = 0
, finalmente se
obtiene

I fr) — £ (p]h 2
f(2) = f(z+p) = 8 min | f(z) — Fu(p). (—f"x' L=7))
| el

Teorema 2.5 Sea Rango(F’(x)) = n para todo® = Lo,
Consideramos el siguiente algoritmo

Sea § €]0,1/2[,0 < L < u < 1 para la prueba de Armijo

2V £ Ly ¥ un punto inicial

Paran k=101,

Seq py una solucidn de
(LP) : minimizarfy(p) = ||F(z*) + F'(z*)p||.p € B

Si filpg) = F(2F), entonces

| =¥ es una solucidn estacionaria del (PA) jParar!

Sinoe

Caleular ln bisqueda de Armijo £ = @,

j
£ =" L,

Fin-si

En caso de que el algoritmo no termine en un nimero
finito de pasos con una solucion estacionaria de (PA),
se tiene la  sucesion '} e Ly con
fa) = flx"L k=012 y cada punto de
acumulacion x* de {x*} es una solucién estacionaria
de (PA). Si (PA) tiene una solucidn estacionaria
Gnica, {x*} converge a x".

Prueba. a) Sea * < Lo v [Flz] +Flz)p| = 7l=),
Se cumple que {p*}es acotado, en efecto. Se cumple

”F'f:."]:ﬂ-l = |IF(z)p+ Flz) — Fiz)|
[F(z)p+ Fiz)|| + | Flz)|
2f(x)
P o) = L L . .
Como 1%/ = E" " tiene rango n, se tiene que

PTRY, Py .
Flz)”Flz) € 8% esregular. Luego se obtiene
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ol = |[1-‘|x F'(z)] Fxll-‘ls_-'p|
|[.F|x r.‘-'n;rn le ||.F|.T;t:|
|[F|x r.‘-'.;ru F.JI:_I ||_2,f.;r_|_|

= cf(x)

con

¢ = 2max || [F'(z)TF'(z)] " F'(z)7|

oLy -

Por consiguiente, se tiene 2]l = ¢ F(=*) = ¢ =)

es decir {p"} es acotado.

li (") — fim1] =0
b) Se cumple k—: 2 [F") = Falow)] , en efecto:

Por el Teorema (2. 4) se tiene

I NP F]
F(z8) = £(2"1) 2 8 min | f(2¥) - For(s), (—Jflx | = T 'I)
s /

Luego i (F(=%) = £(="7)) =0
Jim (F(z%) = For(pe)) =0

¢) Sea X" un punto de acumulacién de {x*} y como
{»¥1 es acotado, existe un subconjunto Kc ™ infinito
tal que "} kex = " {medicx = 27, Asi, p* es una
solucion de

min fp=(p) = ||.F|,'x‘] + F'z*)p|l .

implica

re 1 (LP*)
con f'(p") = f(x"). Es decir, segln el Lema (2.2), ¥
una solucién estacionaria.

Para p €R nse cumple

HFI_’w*‘_I+F’I.':¢*‘.I_m,, < ,‘F:'x"]+F’:'x*‘_lpH. k=012,

Para ® € K. 7" es solucion de (LP+). Por (b) se tiene

_ 2 |I\.-.| _ i i .\
0 = hh_r“ﬂ l{f[x } f;mPkJ]
k=R
= _fl:ﬁ.""l:' - fz':.p.':'

Lo que implica f &)= fur ("),

4. Resultados

En la seccion anterior se han desarrollado la base
tedrica del método de Gauss_Newton para problemas
no lineales de aproximacion para cualquier norma,
también se presenta las propuestas de los
correspondientes algoritmos para su implementacién,

en particular para la norma euclideana I=1lz., para 1a
parte estadistica puede ver por ejemplo [7]. Los
algoritmos correspondientes se han implementado
usando el Sofware MATLAB, a continuacién se
muestran algunos ejemplos, donde se ilustraran las
corridas y los datos de entrada que se requieren en
éstos métodos. Para la implentacién se han
considerado los siguientes criterios:

1. Para la prueba de Armijo

§ = 0,0001,L = 0.2300, U = 0,3000,

N E Lox o uw x|,
Se elige "4+ €l i ;] , como el punto
medio del intervalo, esto es

@j+1 =05 x (L +u) x ;.

2. En cada paso se tiene que solucionar el problema

Anales cientificos UNALM Vol 70 N° 2, 2009, pp. 66-78

(LP,) : minimizar fi(p) = ||F(z*) + F'(«")p||2, p € B,

gue es un problema de aproximacion lineal. Para este
problema se ha utilizado la factorizacion QR, dado
que tiene la forma

(AL) : min |Az — bl ,z € R"

donde

A=F'(z%),b = —F(z"),z = p.

3. Criterio de finalizacion: El algoritmo termina, si
F(zF) — ||F(zF) + F'(z)p||3 < tol

En los siguientes ejemplos se considera
tol = 10712,

Ejemplo 3.1 Se estd buscando ajustar la funcion

g(t) = ﬁﬂbtpara los datos

Tabla 3.1.1. Datos.

z 1 2 3 4 3
t; | 0,00 | 1.00 | 2.00 | 3,00 | 4,00
w; | 0,60 [ 1,90 | 4,30 | 7.60 | 12,6

En este caso en particular, usualmente se realiza la
transformacion logaritmica In y = In a + bt que tiene
laformaY =A+btconY =InyyA =Ina. Luego,
aplicando ajuste lineal y como a = exp(A), se obtiene

A = —0.26477017804222.
= 0.76735229101205.

b= 0,74753392365667.

el coeficiente de determinacion multiple es
R? = 0.95762275389119

En este ejemplo vamos a veri.car que la
aproximacion no lineal proporciona un mejor

resultado. Consideramos 1 = @ ¥2 = b ge finimos
la funcion £ = (F;) : B* — R°cuyas componentes
estan dados por

vyt =12 .5
Luego hay que solucionar el problema

min f(x) == | F(x)]|, -

Fi(x) = x,€" 2t

Se requiere
AV F] {ﬁ T
v Fg{ﬂ: T

T

(_‘.n-____'-‘_‘

e

donde

Lat;
V.Fi(z) = ( x]iiﬁxﬂfi ) i=12 .5

Para el punto incial Zo = (200,30)7 y 6 = 0,0001

en la prueba de Armijo y con & = 1012 en el criterio
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( k — ' = 2
parafinalizar{f(r ) = filPr) < "], se obtienen los

Tabla 3.1.2 Resultados para el ejemplo 1.

siguientes resultados

k zr(1) zx(2) f(zx) flar) — fop (Pk)

0 | 1.00000000000000 | 1,00000000000000 | 43.9329613297339990 | 43.512939070902782
1 | 0,85502101488523 | 0,843523158054493 | 12,7954459955334230 | 12,205617356995402
2 | 1,08340732755449 | 0,65357925941532 2,2784277340290081 1,3828605641253122
3 | 1,25313196975843 | 0,6530242456858103 0.93045863933294990 0.001625965642767
41 1,24967456136510 | 0,5658195313522654 0.,9288762005214361 0.000001679519679
5| 1,25033674243286 | 0,68150355193354 0.9288746645852360 0.000000012260652
6 | 1,25025002391004 | 0,5581581635926293 0.9288746533705558 0.0000000000589237
7| 1,250258487850983 | 0,58181526906945 0.9288746532889339 0.000000000000650

con el coeficiente de determinacion mdaltiple

Se obtiene una aproximacion de la solucién 6ptima
ot = 2’ y el valor 6ptimo
fle*) = | F(z7)||, = 0,9288746532559339

Asi se obtiene

R?=0;97108579559180 que mejora a ﬁ?.
Analisis de varianza para probar la significacion de la

- regresion:
a = xT = 1,25028487850983,
b= z3 = 0,58181526906945
Fuente de Suma Grados de Cuadrado
Varacion de cuadrados [ibertad medio I
Regresion 233.12703856459491 2 116,56351943229745 | 67.17015498
Error o residual | 6.94138755340587 4 1,73534688835147
Total 240.06542641800077 4

donde n = 5; p = 1; k = 2. Para a= 0;05, como
Fo=67;17015498 > foxnp= 6;94 se rechaza la

hip6tesis nula . Tabla 3.2.1 Datos.

En la figura se aprecia que aplicando el ajuste no t ] t. ]
lineal se obtiene un mejor resultado que aplicando del [ Ui i Yi
ajuste  lineal mediante una  transformacidn 1 5 308 7 | 31443
logaritmica. ’ ’
Ejemplo 3.2 Se est4 buscando ajustar la funcion 9 7.240 8 | 38.558

t)l = —— = -
9(®) 1+ be™ con los datos. 3 9,648 9 | 50.156
Figura 1: Gréfica de resultados obtenidos aplicando A
ajuste lineal y no lineal. 4 1?*866 10 62*9_1‘:"'

B 2 | 17.069 ||| 11 | 75,995

| 6| 23192 || 12 | 91.972

sl Consideremos x1= a, X2=b, X3 = ¢; y definimos F=(Fi)

R3— R cuyas componentes estan dados por
10
< Datos
»\J:ustenglineaj
gl LT Ajuste Lineal /__@T,_/
I }
N e . .
0.5 0 05 1 15 2 25 3 35 4 45
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1 + z exp(tiza)
Luego hay que solucionar el problema

Fi(z) - —y i=1,2,..12. min f(z) = || F(x)|, -

En este caso se tiene

1

o= ] e v = | 2y
(z)= 3 onde V,Fi(z) = T+ 2ot =12 .
VoFo(e)f _ nngtiexp(tizg)
| 14y expltzy))

Para el punto inicial xo:= (200, 30, -0,4)" y & =
0;0001 en la prueba de Armijo y con &€ = 10*? en el

criterio para finalizar (f(x)-fu(pk) < €), se obtiene la
siguiente corrida

Tabla 3.2.2 Resultados del ejemplo 1.

ke xﬂ“ xé" :rff

0 | 200,00000000000000 | 30,00000000000000 | —0,40000000000000
1| 141,80746504198396 | 31,75257702369791 | —0,34448829863712
2| 171,20291006581448 | 40.80614279114224 | —0,31029874032756
3 | 195.25942267327866 | 48.49540277681253 | —0,31299183579093
4| 196,16144824060422 | 49.08592600632490 | —0,31358302855479
5 | 196,18593258549575 | 49.09159233284001 | —0,31356989262609
6 | 196,18625897259517 | 49.09163901898217 | —0,31356973125702

Tabla 3.2.3 Resultados del ejemplo 1.

k f(mk] J'F:c*' (pﬁ'] f[\Ik] - fx"' (;‘Jk]

0 | 153.5784582657057460 | 2,738461020895447 | 150,540021636162020

1| 18,100386740764007 | 1,804975639354255 | 16,295413101379751

2 7,200408564389492 | 1,612677362162174 2,087731502227317

B1 1,628737850586659 | 1,608496670492852 0,020241180093777

4 1,608511524594002 | 1,608501608095405 0,000009916495657

5! 1,608501599487903 | 1,608501599404414 0,000000000063489

6 1.608501599403693 | 1,608501599403636 0,000000000000006
Se obtiene una aproximacién de la solucion 6ptima e = IE = 196,18625897259517,
X"=x% y el valor dptimo b = x5 = 4909163901895217,
flax) = || F(z°)]|, = 1.60850159940369. e = 2§ = -031356973125702,

con el coeficiente de determinacion
R?=0;99988411440177.
Analisis de varianza para probar la significacion de la

Asi se obtiene multiple

regresion:
Fuente de Suma Grados de Cuadrado
variacion de cuadrados lihertad medio E
Regresidn 22323 54672768805200 ] 744118224256268420 | 3163673319969
Error o residual 2.58727739528424 11 0.23520703393493
Total 22326.13400508333300 11

Donde n=12, p=1; k=3. Para o= 0,05, como
Fo=31636;73319969>f,\,,=3,59 se rechaza la
hipotesis nula.

Ejemplo 3.3 Se estd buscando ajustar la funcién
g(t)=a+be°t+ def con los datos
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Tabla 3.3.1 Datos.

Para el punto inicial xo=(1,75, 1,20,-0,5, 0,8,-2,0)T y
8=0;0001 en la prueba de Armijo y con £ = 102 en el

i |1 2 |3 |4 |5 |6 |7 [8 |9 criterio para finalizar (f(x¥)-fi(p)< €), se obtiene una
t; 100 [05 |10 |15 [20 |30 |50 [85 [100 aproximacion de la solucion dptima x™= x® y el valor
y; | 385295263233 )224(205|182|180|175 optimo
Consideramos xj3=a, Xo=b, X3=C, Xs=d,xs=f y 8 — e Q
. N : ' ' T ) F2 T = 0.07709708522935
definimos F = (Fi) : R°—R! cuyas componentes flz*) \J”? !
estan dados por Luego se considera
Fi(x) =21+ x; explest) - y,i=12,..9 a = ¥ = 1,75773942237935,
Luego hay que solucionar el problema b x5 =  1,42101552374600,
g __ AR EOE o
- . ) c = z3 = —0,55525001434537,
minf(z) = || F(z)ll d = z2 = 067066466945013.
Se tiene f = z& = —338357403502654,
con
V.Fi(z) I el  coeficiente de determinacion  mdltiple
V,5z) exp(z3 ti) R2=0;99987473421760.
| V.F(z) = | 19 1; exp(a ) | =12 9 Analisis de varianza para probar la significacion de la
\ ; . } explzs 1) regresion:
Afz) 24 t; exp(zs )
Fuente de Suma Grados de Cuadrado
variacion de cuadrados libertad medio K
Represidn 49 22905251164523 4 12.30726312791131 | 17959.55853981
Error o residual | 0,00616748835478 9 0,00068527645336
Total 49,23522000000001 9
Donde n=12, p=1, k=3. Para @=0,05, como

Fo=17959;55853981 > f,xnp= 3,63 se rechaza la
hipétesis nula.

Figura 2. Curvade ajustey=a+bec t+deft,

©  Datos
Ajuste no lineal

5. Conclusiones

En el algoritmo propuesto para solucionar el
problema de aproximacién no lineal, el problema es
tratado como un caso especial de minimizacion no
lineal sin restricciones, se aprovecha la estructura
especial de la funcion objetivo. Para solucionar este
problema en cada paso se tiene que determinar una
direccion descendente y una longitud de paso para
de.nir el siguiente punto iterativo.

Para obtener una direccion descendente se resuelve
un problema de aproximacion lineal, el cual es
solucionado aplicando una factorizacion QR
mediante las desviaciones de Householder. La
longitud de paso se determina aplicando el algoritmo
de busqueda de Armijo.

Para la factorizacién QR se ha tomado en cuenta un
criterio para evitar desbordamiento por exceso y por
defecto (overflow y underflow).

Los algoritmos requieren que se introduzcan los
jacobianos de cierta funcién.
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El ajuste no lineal es recomendable en caso de
conocerse el modelo y en otro caso el investigador
podria proponer un nuevo modelo. En este sentido, el
ajuste no lineal es més fleexible que el ajuste lineal.
Se han implementado los algoritmos propuestos para
solucionar problemas de aproximacién no lineal
aplicando el método de Gauss-Newton y mediante los
ejemplos presentados se puede apreciar su eficiencia
Y que su manejo es posible.

La convergencia del método dependera del
cumplimiento de las hip6tesis por parte de la funcién
objetivo y del punto inicial. En la practica no se
realiza la verificacion de las hipdtesis de
convergencia, no son faciles de wveri.car, sino
simplemente se da un punto inicial y se inicializa la
corrida. Un criterio para validar los resultados
calculando es mediante el coeficiente de
determinacion multiple R?.

Algunos modelos de ajuste no lineal pueden ser
transformados en un modelo lineal, sin embargo los
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problemas de aproximacion resultantes no son
equivalentes y se tendran soluciones distintas. En
problemas de ajuste se recomienda solucionar los
problemas sin transformarlos.
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