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Composicién de simplejos de bézier mediante los blossoms y una aplicacion al
disefio de una curva sobre una superficie de bézier

Alessandri Canchoa Q. !, Juan Duefias B. 2

Resumen

En el presente trabajo de investigacion se desarrollan los fundamentos de la teoria de los blossom para simplejos de
Bézier y los elementos necesarios para el manejo de los indices de los puntos de control de una superficie de Bézier
y el algoritmo de de Casteljau para simplejos de Bézier mediante los blossom y como una aplicacién de ella se
propone una técnica para disefiar una curva sobre una superficie de Bézier.
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Abstract

This research developed the foundations of the theory of the blossom are developed for simplejos de Bézier and the
necessary elements for the handling of the indexes of the points of control of a surface of Bézier and the algorithm
of de Casteljau for simplejos of Bézier. A very concise test of a general result of the composition of simplejos of
Bézier is obtained by means of the blossom and like an application of her intends a technique to design a curve on a

surface of Bézier.
Key words:

1. Introduccién

El presente trabajo enfoca el problema de Ila
composicion aplicando la teoria de los Blossom. Los
algoritmos para encontrar los puntos de control de la

composicion  (F=Fog)  de  simplejos
g:R"—=R" y F:R" — R“3a partir de los puntos de
control de g y F tienen aplicaciones practicas en el
CAGD (Computer Aided Geometric Design). Una de
las aplicaciones de la composicion de funciones es la
deformacion de formas libres, obteniéndose otro
método de modelamiento geométrico, inicialmente
introducido por Sederberg y Parry [Sed 86] y Bézier
[Bez78]. Algunas aplicaciones simples de la
composicibn en CAGD son la evaluacion,
subdivisién y reparametrizacion de representaciones
en forma de simplejos o producto tensorial de Bézier.
La evaluacién puede verse como la composicién con
una funcioén constante. La reparametrizacion es, por
definicién, la composicion con un cambio de
variables. La subdivision es un caso especial de
reparametrizacion donde el cambio de variables es
una funcién lineal. Una solucién directa (aunque
menos obvia) mediante la composicion de funciones,
es la conversion de rectdngulos a triangulos (de
Bézier). Otra aplicacion practica se da en la unién de
dos curvas de Bézier con continuidad geométrica de
orden arbitrario.

Se presenta el algoritmo de de Casteljau para
simplejos de Bézier. Se elaboran los fundamentos
tedricos para construir un algoritmo para encontrar
los puntos de control de la composicion de dos
simplejos de Bézier. Aplicando la teoria de los
Blossom, se resuelve este problema de obtener los

puntos de control de la composicién F=F de dos
simplejos de Bézier

g RR—RYyF:RY R (n< N <d a
partir de los puntos de control de g y F, inicialmente
presentados por DeRose [DeRo 88].

En estos resultados se requiere evaluar el Blossom de
un simplejo de Bézier por lo cual se presenta el
respectivo algoritmo con este fin. Se da una
aplicacion de la composicién de Simplejos de Bézier
por Blossoms al disefio una curva sobre una superfie
de Bézier.

2. Revision de literatura
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En este capitulo se presentan los conceptos basicos,
definiciones, notaciones y algunos resultados que
seran requeridos posteriormente.

1.1 Simplejos de Bézier

1.1.1 Polinomios de Bernstein y Curvas de Bézier.
Definicion 1 Los Polinomios de Bernstein de grado k
son definidos por

Bf(u) = ( ': ) w(l—u)? p=0,1__k usl01]

M)

donde el coeficiente multinomial
(' B\ _ [ oo op {0k}
B 0 P EA0, LK}
2

Los polinomios de Bernstein tienen las siguientes
propiedades

a)
1 sip=k=10
Bjluj=1 10 sip<0Vp =k
(1- n]B:" (u) + uBf:l" (1) | en otro caso.
3)

b) Particion de la unidad:

k
Z By(u)=1.
o=[

79


mailto:canchoa@yahoo.com
mailto:duenas@lamolina.edu.pe

Composicion de simplejos de bézier mediante los blossoms y una aplicacion al disefio de una curva sobre una
superficie de Bézier

Se cumple que cada polinomio de grado < k puede
expresarse como

&

Flu) =" b,BF ),
(4)
donde las constantes by, son Ilamados los coeficientes
de Bernstein.
Definicién 2 Una curva de Bézier de grado n en u es
una curva paramétrica dada en la forma de Bernstein-
Bézier
S(u) =% d,Bl(u), ¥ue€[0,1]

p=10

donded, € RY, (p=0, 1,...,n)son llamados puntos
de control o puntos de Bézier. El poligono cuyos
vértices consecutivos son do, di,..., dn €s denominado
poligono de Bézier.

Notaciones de indices:

Se presenta un conjunto de notaciones compactas que
serén utilizadas mas adelante.

Estd notacion introducida servird para reducir la
complejidad visual al derivar los resultados, asi como
para exponer las estructuras fundamentales simples.

« El conjunto de todos los multi-indices

i = (i e Zrt
I ={i0.%1, ) € 2.7 serg denotado por Iop.
» El conjunto de todos los multi-indices

J = Unin - Jx) € 2L serg denotado por
Hl,n.

« La norma del multi-indice i se denota por

ilse define como la suma de sus
componentes.
Por ejemplo:
1 =1(0,2,513),|i|=0+2+5+1+3=11
+ El simbolo—denotara un multi-indice cuyas

=]
F)
componentes son todos cero excepto el j-ésimo

componente, que es uno. Con O se denotara un
multi-indice cuyas componentes son todos cero.
e ElI conjunto de todos los multi-indices

1= [_fu_f,. et ) € Lg o . tales que
|i|=to+u+ . +%=d grs denotado por Id
I,

Por ejemplo:

2. — {(0,0,31 (0.1.22, (0.2.1).00,3,00, {1.0.20,
ez = {{1,2,00, (1.1.19, (2,0,1), (2,1,0], {3.0.0)
e ElI conjunto de todos los hiper-indices

. T - P —d
I:'=1(1,.....1y) donde i, ,. ... im €0,
—d,m
sera denotado por ~0.n
L . o — wdm
o5 I=0 . in) €Lo%' | se define el
oo I|eId
nuevo multi-indice “.n por

- —
= iy A A iy Con lo cual se obtiene

T —
Il = i1 |+ - . - + |im]| = dm
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1.2 Espacios afines
Definicion 3 Una combinacion afin(o combinacién
baricéntrica) de los puntos Po,P1,. . . ,Ps de un espacio
vectorial real W es una combinacion lineal de la
forma agPot+ aiP1+... +an Pn, donde aptout...+on =1,
oo, 01, ..., 0n € R.Encasodeque i >0,i=1, ...,
n, se llaman combinaciones convexas.
Definicion 4 Si un subconjunto A de un espacio
vectorial real es cerrado sobre combinaciones afines
se dice que A es un espacio afin, es decir, A es un
espacio afin, si y solo si, para cualquier conjunto de
puntos Po,P, . . ,Pn € Ay nimeros reales ao, ay, . . .
o =
,an € Rcon =
+a, Pn € A
Definicion 5 Se dice que los puntos Po,Ps,. . . ,P, de
un espacio afin A son afin independientes o que estan
en posicion general , si y solo si los vectores
P1 —Po, P2 —Po,..., Phn—Po
son linealmente independientes.
Definicion 6 Una base afin de un espacio afin A es
un conjunto B:= {Po,Ps,...,Pn} de puntos en A con la
propiedad que cadar‘punto u € A tiene una Unica

1
, se cumple que aoPot aiPit...

U= Z T Pi
representacion =0
afin con respecto a B.
Definicion 7 Si B:= {Po,P1, . . . ,Pn} es una base afin
de un espacio afin A, la dimensién de éste espacio se
define como el nimero n=Card(B)—1, donde Card(B)
denota al nimero de elementos de B.

Por ejemplo, dos bases afines de dimensién 1(una
linea) y dimensién 2 (un plano) tienen dos y tres
elementos respectivamente.

Definicion 8 Sea A un n-espacio afin (espacio afin de
dimension n) y sean Pg,P1,...,Px (K < n) puntos en A
gue se encuentran en posicion general. La capsula
convexa de éstos puntos es llamado un k-simplejo y
los puntos vértices.

Geométricamente la familia de los simplejos tienen el
siguiente significado:

 Un 1-simplejo es un segmento de linea.

» Un 2-simplejo es un triangulo.

 Un 3-simplejo es un tetraedro y asi sucesivamente.
En adelante a un n-espacio afin lo denotaremos por

A7 Sji S es un n-simplejo con vértices Po,Py,...,Pn,

entonces cada punto u € £™An puede representarse
de manera Onica como una combinacién afin
u=uphy +u B + o+ ughy con

g+ g+ tuy =1 (6)

donde (uo, Ui, ..., Un) son llamadas las coordenadas
baricéntricas de u relativo a S.

Con esto se tiene una asociacion de cada punto u €

£.™ con el punto (Uo, Us,..., Un) € R™., Este proceso
encaja al espacio afin <™ como el subconjunto afin
en R,

Definicion 9 El polinomio de n-variante de Bernstein
de grado m es definido por

, Como una combinacion
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(7
Donde
m! o
m _m -
wtuyt. =1 y (—.')I: 5of?tf..!n! .52‘1 n
: 0 en ofro caso.
8)

De esta definicion se obtiene la siguiente relacion
recursiva:

1 sim=]|i|=0
—
me ., 0 s |1]|#Em
BT(LEU, Up, ooy Up) 1= n ) > |
3 UeB™ Y (up.uy. ... uy) | en otro caso
=

eo=(0.010 . 0Tezr!
Donde a-l

De modo mas general los polinomios de Bernstein
son definidos en espacios afines.

Definicion 10 Si u es un punto de un n-espacio afin
cuyas coordenadas baricéntricas relativas a algin n-
simplejo S son (uo, Us,..., Un), entonces los polinomios
de Bernstein de grado m definidos sobre S estan
dados por

B?lfu} = B?faeg. Up, ..., Un)

donde

(10)

wg = 0,uy; 2 0, uy = 0 y BZ(uwg, vy, ..on Uy)
- - 1

es el polinomio de n-variante de Bernstein de grado

m.

El siguiente Lema afirma que el producto de los

polinomios de Bernstein de grado m y k puede

expresarse como un polinomio de grado (m + k).

Lema 11 (Producto de polinomios multivariados de

Bernstein)

Para los polinomios de Bernstein

B™ Bk,
Py i [u}definidos sobre un n-simplejo S

m)(E
BZ(u)B%(u) = %Bﬁ%fu)

se cumple

4]
(11)
Aplicando Induccién Matematica sobre m y el Lema
precedente se obtiene el siguiente resultado.

Bi(u)... .. B2 (u)

Teorema 12  Sean iy im
polinomios de Bernstein definidos sobre un k-
simplejo S y sean

e PP ;
B"() = Bf;(u]...Bf-,LuJ: I=(i,...In) € I} = _ﬁq X... x_ﬁq
1 m S— —

m
Entonces se cumple

Bs'm{u] = If[fI]Br{’m[u}_ 12)

donde K(I) es una constante combinatoria dada por
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i

(IIII )
||
Definicién 13 Sea F : S — RY una funcion definida

por

Flu)= Z dTB?m(u]. wes, 1= (f9.....1), dTERd.

T|:m

(&) (=)

K(I) =

(13)

donde S es un n-simplejo, es llamada un simplejo de
Bézier de dimension m. La funcion F expresado
como en (13) se dice que estd en la forma de
Bernstein-Bézier.

Definicién 14 Un simplejo de Bézier de dimension 1
es llamado curva de Bézier, un simplejo de Bézier de
dimension 2 es llamado un tridngulo de Bézier, un
simplejo de Bézier de dimension 3 es llamado un
tetraedro de Bézier.

Una curva de Bézier puede expresarse en cualquiera
de las dos formas: en forma estandard como en (5) , 0
como un simplejo de Bézier de dimension 1:

FI:EI;]_LEUI = Z dfiu.i]JBEE,_'&:&(“U.u]]-

(ig i3 )|=m
1.3 Indices de los puntos de control

El conjunto de indices _l} de los puntos de control
d
T del simplejo (13) , esta dado por

I oc={i =0, .in) €Z" " :ig+ +in=m}
Se define una relacion de orden lexicografico ’<’ para
los elementos de este conjunto mediante

ru o . Yy P o
i=(ip.4..tn) < j =0jo.J1-- . Jn)
siysolosiip<j,paraalginp € {0,1,...,n}yig= jq
paratodoq=0,1,...,p— 1. Por ejemplo, el orden
lexicografico para los elementos de M es

(0.0,3) < (0,1.2) < (0,2.1) < (0.3,0) < (1,0.2)

< (1,1.1) < (1.2,0) < (2,0,1) < (2,1,0) < (3.0,0).

indices de triangulos de Bézier
Para los tridngulos de Bézier de grado m se usa el

conjunto de indices HF-‘Y-E. Por ejemplo, param = 2 se
tiene
:3_2 ={(0,0,2),(0,1,1),(0,2,0),(1,0,1).(1,1,0),(2,0,0)}

cuyas componentes pueden ubicarse sobre un arreglo
triangular:

(0.0.2)
(1.0.1)

(0,1.1) (2.0.0)
(1.1.0)

(0.2.0)

y los puntos de control deben seguir el ordenamiento
del tridngulo, por ejemplo
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d0.0.2)
d[l_ﬂ.n
- pd
d(ﬂ.l.]j d{Z.ﬂ.{IJ dT eR
':1[1.].D‘J
do.2.0
(14)

Estos puntos de control no son necesariamente
equidistantes.
Se presenta un algoritmo para generar los elementos
T
de oz
Para 1:=0:(1):m
Para j:=0:(1):(m-1)

escribir(1,),m-1-])

in
fin

Los elementos del arreglo triangular de los puntos de
control d——i podrian almacenarse en un arreglo
rectangular, como sigue:

dgu.u_ﬁ; d1.0.1) dg?.u.o;
D:=(D;;) = | dio1.y dp1o *
d0.2.0) * ¥

y para accesar al contenido de dgjx Se usaria dgjx =
Dj+1,i+1. Pero lamentablemente existe un desperdicio
del espacio de almacenamiento; no se estd usando Di;
parai>j.

Para evitar este problema otra posibilidad seria

utilizar un arreglo unidimencional Sy almacenar
siguiendo el orden lexicogréfico de sus indices:

— 1 T
S:=(Sp) = [d002). do.1.0.d020), d1.01) L1.1.0) d200)]
En este caso se cumple que dgjiy = Sp con
T ':l"']f-.f.- — ' ]
pi=qi(2*m ?+%J+j+l, donde m es el
grado.

1.4 BLOSSOMS

Definicién 15 Sean P y Q dos espacios afines de
dimension finita.

Una funcién H: P — Q es llamada afin, si preserva
las combinaciones afines, esto es, si

Definicion 16 Una funcién h: P"—~Q de n argumentos
multiafines, se dice que es n-afin o multi-afin, si y
solo si es afin en cada uno de sus argumentos cuando
los otros argumentos permanecen fijos; es decir, si

U ooy Ufp—1, U1, - - -, Um EP] se Cumple

hiwr, o up—1,to+ (1 — ), wppr, o um) = th(un, o wk—1, v, wksr, -, 2m)
+(1—t)h(uy .. gy, WUy, - Um). YU, vEP, tER

Definicién 17 Se dice que una funcién H:P—Q es un
polinomio de grado n, si es posible elegir un sistema
de coordenadas cartesianas para P y Q donde cada
coordenada de H(u) puede ser expresada como un
polinomio de grado menor o igual a n y al menos con
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una de ellas de grado n en las coordenadas del
argumento del punto u.

Por ejemplo, una funcién H:R?—R es una funcién
polinomial de grado n si y s6lo si H(u, ..., Ug) €s la
suma de términos de la forma

c uic'- ..... uﬁq. key, oo kg€ 4. Zki <n

y donde c es una constante. La funcion polinomial
" . — 2.3 ) 3

Hwy. ug) = 2ujus + 2uy + uj es de 5.

Definicidn 18 Si P es de dimensioén uno se dice que
la funcién polinomial H:P—Q es una curva
polinomial y cuando P es de dimensién dos se dice
que H es una superficie polinomial.

Por ejemplo, para P=R?,Q=R?, la funcion polinomial
H: P — Q definida por H(v,w)=(v+W?+1, vw+V) es
una superficie de grado dos o superficie cuadratica.
Definicion 19 Una funcién h:P"—Q"-afin se dice que
es simétrica si esta funcion se mantiene constante
para cualquier permutacion de sus argumentos, es
decir, si

Do v ) = B ) YR = n,ooup,... 4 €P
La prueba del siguiente resultado se puede encontrar
en [Ram 87].

Proposicion 20 El principio de Blossoming (afin
variante):

Si P y Q son espacios afines de dimension finita,
entonces las funciones polinomiales H:P—Q de
grado n son equivalentes a funciones simétricas n-
afines h : P"—>Q. En particular, dada una de estas
funciones existe una unica funcion del otro tipo que
satisface la identidad H(u) = h(u,..., u).

La funcién h es llamada el blossom multi-afin de H 'y
a la funcion H se la denomina la diagonal de h.

1.4.1 Los Blosssons de superficies de Bézier
Algunos resultados para superficies de Bézier.
Proposicion 21 Sean P y Q dos subespacios afines,
S:=(Po,P4,...,P1) un simplejo en P donde los Vértices
Po,P1, ... ,P1 se encuentran en posicion general. Una
funcion  simétrica 'y n-afin  h:P"—»Q esta
completamente determinada por sus imagenes
evaluadas en los argumentos Po,Ps,...,Pl. En
particular, la formula

h
h{Py,. ... Po. P . P, .. P P;) =d-
VT::izg,zl,,,,zngZ-f], ?-:zg—zl+,,,+2;:a:

proporciona una correspondencia uno a uno entre
- - 7 - - n+i
funciones simétricas n-afines h y arreglos de "7)
d_,
puntos T en Q.
Prueba. Como Py,P4,...,Pi se encuentran en posicion
general, cada punto u € P, puede escribirse de

manera Unica como una combinacion afin de puntos,
en la forma

u=ugP¢g+ v, P, +... +uP

Siendo h:P"—Q wuna funcidn simétrica y n-afin,
expandiendo el primer argumento
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- 1 1
u“J:u"ru Py + ul "Pl +. —I— uf 1"].:"“
de h en términos de Po,Py, . .. ,P;, se obtiene
h(u.... u®™) —uﬂ{.h(]:'0 @ ] Lz] h{P o u™)

+.. +uf ll(Pt ul? . u™).

Expandiendo de manera similar cada uno de los
argumentos

u't = uBﬂPu 1+ uf]PL + ...
obtiene

h(u u™) *ZZ Zze( )um ™ h(Py, Py, Pyg)

Gi=0 9y=0

De esto se deduce
B ....um:ggfﬁ;”g uf) Hu[[ (Po... Py Py Py B LP)
(15)

donde T ={L:L(z=0.1_...

W)
{1,2,..., n}}. Para |, = ¢ se considera s “'y no
debe aparecer Pq en el argumento de h lo que
equivale a decir que aparece ” ig:=0 veces”. La
sumatoria obtenida tiene (1+1)" términos.
Proposicion 22 Sea Al un subespacio afin de
dimension | 'y S:=(Po,Ps,...,P1) (I < d) un simplejo en
Al con los vértices Pg,Ps,...,P1 que se encuentran en
posicion general .
Sea H:A'—R%n polinomio de grado n vy
h: (A" — R su blossom. Entonces la red de
control de Bézier de H relativa a S (de lo que
corresponde a H(S)) son los valores del blossom:

dT = l](Pg ..... PD.P] ..... P] ..... P PfJ

(2)
+ 3.'!\,1 Pl' , se

!) es una particion de

io i1 it
paratodo
i=(0.01.....5) € Z5" con |T\:2o+e1+. ty=n

Prueba. Si todos los argumentos del Blossom
h(u®.,..., u®) son iguales a u=ugPo+ Us P1+...+uiP;, los
(I+1)n términos de la sumatoria dados por (15), se
reducen a

h(uu,. ... u)= Z (* Juguit. l!i!h(Pg PPy P PP

\_V_/
ITl=n

De la definicion 9 del pollnomlo Ivarlante de
Bernstein de grado n se obtiene

h(u, u, =Y B (g wr . wh(Py . Py Py Py P Py
[T]=n i
Comparando con la definicion de la representamon en
forma de Bernstein-Bézier, se obtiene el resultado
buscado.
Para | = 2, resulta:
Corolario 23 (Pedazos de Superficie triangular de
Bézier)
Sea H: 4" —=R* un polinomio de grado n y h :
(A2)n — Rd su blossom. Sean Po,P1,P; los vértices de
un tridngulo de Bézier APoP1P,, entonces los puntos
de Bézier con los cuales es controlado el pedazo de
superficie triangular H(APoP1P;) son los valores del
blossom
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Ejemplo 24: El paraboloide S:z=x+ y? esta definido
por el polinomio cuadratico F:R?—R3, F(u,v)=(u,v,u?
+v2). El blossom f: R2xR2—R® de éste polinomio
cuadréatico F(u, V) esta dado por
f(m7 7)) = (“”L M U s + ures)

donde

U= (ur.v) y Wz = (ua. va)

Consideremos el triangulo APoP1P»=(0,0),P1=(0,1),
P2=(1, ), luego se tiene que F(APoPiP2) define un
pedazo triangular de la superficie cuadratica S. Los
puntos de Bézier estan dados por

Cl{g_g_gl = f(Png] = f((l l] (l ln “. 1. 2]
di.11) :==f(P;.Py) = £((0.1). (1.1)) = (1/2,1. 1),
dga0) :=1(P;,Py) =£((0.1),(0,1)) = (0, 1.1).
dj01) := £(Pg. Py) = £((0.0), (1.1)) = (1/2.1/2.0).
dg10) = f(Po, P1) = £((0,0), (0, 1)) = (0,1/2,0),

d2.00) := £(Po. Po) = £((0.0). (0.0)) = (0.0.0).
1.4.2 Los Blossoms de simplejos de Bézier.
A partir de una observacién de DeRose [DeRo 88,
ag. 213], se deduce y formaliza el siguiente resultado
para simplejos de Bézier.

HE:RY R simplejo de Bézier

Teorema 25 Sea

de dimensiéon N :

HZ(u)= Y dg,7B2(u) ueRY Tezl™ ar;eRrT.j ezl
|7 |=m

La funcién h™ (RM™—RY definida por h™(us, Ua,...,

Um):= brlmw. . wnid) - es el blossom de H™(u), donde

N

> (ﬁ‘dTJre csim=1
a=0
hr(uug, o upm d) =
Z t(2|1177?k‘ (u;. . um_q;d) ,en otro caso,
a=0
—= N 0
donde i €Z¥™" y umooo tmson las coordenadas

baricéntricas de um respecto al dominio simplejo de
H™ y d es el vector que contiene a los puntos de
control de H™

Prueba. Debido a la unicidad del Blossom de un
polinomio, sera suficiente probar que h'es simétrico,
n—afin y h'(u,...,u)=H'(u). Lo cual se va a probar por
induccion completa sobre | :

I=1: Se cumple

1t (2y) = hy (e d) = (1 — wy)d; + uydiy

= d; Bj(u) + diey Bl (w)

= H,(u)

y h'(u)) es simétrico y 1—afin.
Hipdtesis Inductiva:
a) h"(uy,...,u—1) es simétrico y (I-1)—afin.

H( Hu) —hf Yo, ..., u).
b) (=1
Veamos para I:
a) De la definicion de h' y la hipdtesis inductiva a), se
obtiene que es I-afin y para la simetria sera suficiente
probar que hi(ui, Us,...,u1,u.1;d)=hi(us,us,...,u-1,
ui;d).
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De la definicion de h' y de hipétesis inductiva (a) se

cumple:
hi(y Jupd) = (1 —ag)hy(eg, u, w—g, wopid) + whig (g, ug w_g. 1_1;d)
= (1 —whi(w_r v - e wsd) + whie (wiy, ws, - ey wgid)
= (1 —w)[(1 — w) (e wa. - wgegrd) + wyhyoy (v, g L u—g;d)]
+ (1 = wp)hie (e va. o wmas d) 4+ wihico(wor, v, wes; )]
= (1 — ) [(1 — whi(e—r,ua. . s d) + whipr (o, ug. o wg;d)]
+ur[(1 — )i (e a. oo wm2i ) + whia{we . ws. . wesi d))
= (1 —wy)hy(w_q, ug, wi—g, wpd) + wyhygy (w—g, g w9, ug; d)]
= (1 — 2y )h;(uy, ug, wg, wopid) + urhyg (g, ue w_g, 13 d)]
=hylug uy, - w gy, upid)
hf(u. . ..ow) =hiu,....wd)
H
‘ =(I—whi(u .. wd) +uhie(w . usd)
—— —_——

-1

-1
= (1 — w)H (u) + uHIZ ()
= 1
=(1-u) ¥ dig;B () + u Y dini; B (1)
=0 0

,«,
-1

=(1—u) ¥ dijB 7 (1) +u ch,JBl L(w)
=0 J=1

-1
= (1—w)di B5 (1) + T [(1 — w) B () + uBih ()] digs + udis BIZ] (x).
=1

De la definicion y propiedad recursiva de los
polinomios de Bernstein, se obtiene:
-1

hf(u___{__d) = Bl{u)d; —Jz;dm L(w) + Bi(w)din
I
= elir; B(x) = Hy(w).
i=0

A partir de éste resultado, definiendo

0] 1
l.)r =dr, kl=m

- d
b%’ = Zae“llk+%+1(u1. ouimpd), =12

a=0

se obtiene el algoritmo de de Casteljau para simplejos
de Bézier.

Corolario 26 (Algoritmo de de Casteljau para
simplejos de Bézier)

m. N _, pd . . -
Sea HT R —R" un simplejo de Bézier de
dimension N :
H"™(u) = z clTB?(u]. ueRY dy € R4, T ez
|7 |=m
Sean
h[{') = dI_' ¥ ez |k|
b%l ::Zu“ bii__li_nﬂ. Kezl =12 .m |K|l=m—1
donde - = son las coordenadas baricéntricas de
um respecto al dominio simplejo de H™.
oy 1(m)
Entonces B =7

3. Discusién

3.1 Composicion de Simplejos de Bézier

Esta seccién estd basada en los trabajos de DeRose
[DeRo 88] y [DeRo 93]. Se desarrollaran los
fundamentos tedricos para construir algoritmos
eficientes para encontrar los puntos de control de la
composicion F=F o g de dos simplejos de Bézier
g:R"-RN y F:-RN-R? (n < N < d) a partir de los
puntos de control de g y F. Se resuelve el problema
de obtener los puntos de control de la composicion de
dos simplejos de Bézier de manera general aplicando
la teoria de los Blossom.
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3.2 Composicién de Simplejos de Bézier por
Blossoms

El siguiente Teorema es una reformulacion mas
detallada de un resultado sobre la composicion de dos
simplejos de Bézier basado en [DeRo 93, pag 125].
Se corrigen los errores tipograficos del resultado
original y la notacién utilizada en esta nueva
presentacion es mas sencilla. La notacion utilizada
para los conjuntos de indices permite un manejo mas
sencillo de los indices. Representando una funcion
mediante su blossom se obtiene una prueba mas
concisa del Teorema.

Teorema 27 Dados los espacios afines P, de
dimension n, Qn de dimension N y R de dimension
arbitraria. Sean los puntos de control que definen un
simplejo de Bézier de grado k, g:P,—Q relativo al
dominio simplejo 2r cP.viar: 7 <milos puntos de
control que definen un simplejo de Bézier de grado
m, F:Qn—R relativo al dominio simplejo
Aoy C Qv yseaf:UF—R ¢] blossom de F. Entonces los
puntos de control {d7: s €I del simplejo de
Bézier D(u) = F(g(u)) de grado m K relativo al

simplejo £7. estan dados por

ST K(DEMby). § €
1=If :,“

=3 (16)
donde K(I) son las constantes combinatorias dados
por

Ik‘m.

(Z) .. (=
K(I) = W
|T| (17
by:= (b=, . .. b—
y T ) con
I:=[T;... .a;].?,;t—j:;“:={T=(zo.....:'n]E::1':'u+ =1}
y 1= (i al=F 4+ +im

Prueba. Como f:@N¥— R es el blossom de F se
cumple que
D(u) =F(g(u)) = f(g(w). ..., gl(u))

m (18)
Sustituyendo la forma de Bézier- Bernstein de g(u) se
obtiene

D(u) =1

(19)
Dado que los polinomios de Bernstein suman uno , se
tiene que el primer argumento es una combinacion

afin de los puntos 4 Y siendo f una funcién afin en
cada uno de sus argumentos, se obtiene

Du)= Y f(bg. ... Y b=Bi(u))B(u)

iy €15 inelk,

(20)

Usando el mismo criterio en el resto de los
argumentos, resulta la expresion
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b= )Bf—](u] o Bik; (u)

(21)
Utilizando la notacion de hiper-indices, escribimos

D[:u_] — Z f“J[]BILnl[uJ

— e,
I=l “0,n

. (22)
Aplicando el Lema 11 para el producto de polinomios
multivariados de Bernstein, se obtiene
Diu) = Z f (b ) K (D) Biy™ (u)
TG .(23)

El _. —ésimo coeficiente de Bézier es el coeficiente
B

o l':-m['u‘jl

que multiplicaa —J . Estos puntos pueden ser

obtenidos agrupando todos los términos tales que

11 =7, obteniendo
D)= Y (Y f(b)E(T) )BZ™(u)
JepT LT
=]
(24)

y como los polinomios de Bernstein son linealmente
independientes se obtiene finalmente que los puntos
de control estan dados por

d— = Z £(b, ) K (T) .
-

vu;—

=1 . (25)

En los puntos de control 43 dados por (25) no
aparecen explicitamente los puntos de control del
simplejo de Bézier F, sin embargo ellos son
requeridos para evaluar el blosson f de F en cualquier
punto b. Luego, para la implementacién
computacional se necesita evaluar el blossom f de la
funcion F en cualquier punto. A continuacion se
propone un algoritmo para evaluar el blossom f de
una funcion F:

TThesrL

J = don

EvalBlossom(d. b.m. AQ)

b= (b,....
m : grado de F.
AF - dorminio simplejo de F.

Entrada: d : Red de control de un simplejo de Bézier F de dimens=i1én k.
b.:) :Punto donde va a ser evaluado el blossom f de F.

- —
Para todo 1 € [,

ro g
W - = d-
Parap:=1...., 1
{wg. ... ug) : coordenadas baricentricas de b, relativo al dominio simplejo AF.

Para todo 1 & Toe”

WE = ugWEL W

l—lE\k 1

f(b) == w%’“—

Sahda: f(b)

donde e; = (0. ...

=

Lig) €

Para la composicion de una superficie de Bézier y
una curva de Bézier, conn =1y N = 2, se obtiene el
siguiente resultado.

Corolario 28 Considerense los espacios afines P, de
dimension 1, Q. de dimension 2 y R de dimension

. ok
arbitraria. Sean P71 €001} jog puntos de control
que definen una curva de Bézier de grado k, g:P1—Q;
relativo al dominio simplejo
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7k . i+ ...+ i =d}

Ap, CPry{dy: i €lfh} o puntos de control que
definen una superficie de Bézier de grado m,

F:Q.—R relativo al dominio simplejo Ag, C Q”

sea f:Q2— R ¢l blossom de F. Entonces Ios

- TEk+*m
puntos de control {d 77 St ¥ de la curva de

Bézier D(u) = F(g(u)) de grado m = k relativo al
simplejo APlestén dados por
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k1 - .y = #1T2
dv = > K(Df(br). j g™

(26)

donde K(I) son las constantes combinatorias dados
por

K(I) = L
( |I||)
1|
@7)
. . —k.m
con Pr = by b2y donde L€,
si y solo si

— — —
I =(i.....tm)l =01 +... +in

Mediante los simplejos de Bézier se pueden
representar una aproximacion de una superficie de
manera mas flexible que mediante la representacion
de producto tensorial de Bézier, sin embargo la
representacion de los puntos de control de una
superficie de Bézier deben seguir un ordenamiento
especial (del triangulo), el cual se desarrolla en la
subseccion 1.3. Un simplejo de Bézier est4
determinado por sus puntos de control y es lo que
usualmente se tiene.

Segun el resultado precedente para la composicion de
una superficie y una curva de Bézier se requieren de
los puntos de control de ambas.

Para disefiar una curva sobre una superficie se

— " T T
requieren de los puntos de control {dy: 1 €I}
de una superficie de Bézier Fy los puntos de control

0. = — Ttk
{]JT i elg} de una curva de Bézier g© de
grado K. Los puntos de control
JO_ . T = ke .
{d' 7o J € -0-lm}de la curva de Bézier
D=Fog©® de grado m*k dependen de los puntos de

Y T e -

control i “0.15 Al disefiar la curva

modificando (moviendo) los puntos de control
" _—

L5 eT ) :
i se obtienen otros puntos de
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p —
| SR I* '

control 1PT © 1 €Toal que definen una nueva
curva g® 'y los puntos de control

(1) . - _ Tk+m
{dT 0 €L de la curva de Bézier
deformada D®= F o g® sobre la superficie F. Asi,
sucesivamente al continuar diseflando modificando
(moviendo) los puntos de control

{b: 1 €.} obtienen otros puntos de
{T{SHJ'?F_ }
control "1 - 7015 que definen una
nueva curva g®b y los puntos de control
@ eny ;

] = “de la curva de Bezier
deformada D(s+1)= F o gV sobre la superficie F.
Para la implementacion se puede usar un compilador
o0 software de implementacion donde se pueda
manejar gréficos, evidentemente mediante el uso de
un compilador y una buena programacion se tendra
mayor rapidez. Se requieren mostrar dos graficos
sobre el monitor, un grafico donde se represente una
curva de Bézier cuyos puntos de control se puedan
manipular (dinamicamente) mediante el mouse y otro
grafico donde se represente la superficie y la
composicion.

En la siguiente seccion se presenta un ejemplo de
aplicacion donde la superficie es conocida y es facil
de verificar los resultados. En este ejemplo, mediante
los blossom se encuentran los puntos de control y se
muestran paso a paso como funciona la composicion
de una curva y una superficie de Bézier.

4, Resultados

En la seccion anterior se han desarrollado las bases
para disefiar una curva sobre una superficie, mediante
la transformacion de otra curva de Bézier que se
encuentra sobre un plano cuyos puntos de control son
faciles de manipular. Se presenta un ejemplo de
aplicacion donde la superficie es conocida y es facil
de verificar los resultados. Sélo se presenta un
instante del disefio de una curva sobre una superficie,
lo que significa realizar una composicion de una
superficie y una curva. Este procedimiento se muestra
paso a paso en detalle.

Se desea disefiar una curva sobre la superficie S:z
=x?+ y?. Para lo cual consideremos el tridngulo AF
=APoP:P; con Po=(0,0), P:=(0,1), P.=(1,1) y los
puntos de Bézier F del ejemplo (24).

(l(g 02) = [l 1. 2]
do1y = (1/2.1,1),
(l(g 20) = [U 1. lJ
En la practica los puntos de Bézier de una superficie
son dados y no se requiere del paso anterior.

disg = (0.1/20) deen =000
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Figura 3.1 Gréfico del simplejo de Bézier, que es una parte del paraboloide S : z = x?+y2.

2

Y

La curva de Bézier D(u) = F(g(u)) se encuentra sobre
la superficie S, y para proyectarla sobre ella se
requieren de los correspondientes puntos de control.

Por ejemplo, para un instante del disefio
consideremos la curva de Bézier g que se muestra en
la Figura 3.2 cuyos puntos de Bézier son

o = (0.0).b; = (0.4,0.5). by (05 09) by = (0.0.7)

Figura 3.2 Gréfica de una curva de Bézier generada mediante los puntos de control que se encuentran en el
triangulo APoP1P; el cual es el dominio de la superficie de Bézier.

1 P o

ool g P2 i
0.8} - ! .
07} T i
06| | .
0s} + .
0.4l !y i
03 /7 .
0.2 e .

0.1} Y -

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
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En la practica se da una secuencia de los puntos de
que se estdn diseflando como sigue

-b«. los respectivos puntos de control
que definen el respectivo simplejo de Bézier se da

control
by by, --

mediante la relacion

big—ig = b i=0- k.

En particular para los puntos de Bézier ™#:""* : 13

setienek =3y
]-"u_s.m = by, ]-h_'z.l;-

conjunto de indices

= ﬁ1- h.’l.!}
Para los tridngulos de Bézier de grado m = 2 se usa el

2,=1{(0,0,2),(0,1,1),(0,2

dado en (14).

_ los puntos de control {dT
bg, -+« bz

Bézier D(u) =
L =1, ={(6,0),(5,

I}g

= Eg. h:'|}_3| =
Los puntos de Bézier estan definidos por

do:=disoy = K[ ((3,0),(3,0)) M(bza), biag)

ﬂ] 3=§-:s.1;- = K( ((3,0),(2.1)) M(bae. beay) + K {(2,1),(3,0)) (b1, bizg)
dy:=dias = K(((21),(21)) Jf(ba, bay) + E(((3,0),(1,2) M(bpa), buy)
N _ +R( ((1,2),(3,0)) f l.n,” l.n,,,u,:

ds:=dgss = K(((3,0),(0,3)) (b, bea) +E( ((0,3),(3,0)) (b, baa)
~ _ +E( ((2,1),(1,2)) YE(bza), bay) + E(((1,2),(2,1)) H(baay, bay)
ds:=dizq = KE(((1,2),(1,2)) (b2, bpxy) +E( ((2,1),(0,3)) (b, besn)
N ~ +R( ((0,3),(2, 1)) f Ll.nmq ].I|-g|_|:|

ds r=dps) = K(((0,3),(1,2)) M(bez, bpy) + K ((1,2),(0,3)) (b, bug)
de:=diog = K(((0,3),(0,3)) bz bros)

Calculando los valores de los respectivos coeficientes

K(., .), se obtiene

0.5 £(byza), bz, ) + 0.5 £(bayy, bizg)
0.6 £(bgg 1), bay) +0.2 f(bige), buz) +0.2 f(bya), bag)
0.05 f[|}|.3_|].|: IJ'.:|]_3|::| -+ 0.05 il:h:'u:rl].l:'gul] + 0.6 f(h:’g.“. h:’l.:ﬂl

0.6 f(by12), bogy) + 0.2 f(by ), bz ) + 0.2 fbpg), bay)
0.5 f(byga), brpgy) +0.5 £(by .z, by )

E.} = f(bz0), bize)
d, =
d, =
d; =
+0.6 £{byj12), b2y
d; =
i -
H:— = f(bas), bz

L0, (1,0,1),(1,1,0),(2,0,00},
los puntos de control deben seguir el ordenamiento

En este caso k*m=6 y el conjunto de los indices de

1 L) el simplejo de
F(g(u)) de grado 6, estda dado por

1),(4,2),(3,3),(2,4).(1,5),(0,6)}

Para evaluar el blossomf en (ba.j), bexk para K, j=
0,1,2,3 segun el algoritmo EvalBlossom, se deben
calcular las coordenadas baricentricas uj = (Ug.0), Ug,1),
Ui2) Y U = (Uko), Uk, Ukz), respectivamente
respecto al tridngulo AF = APoP1P, esto es, se debe

pI pPT PI “ (0] _ | ba-ip
11 1 ey |7 1
(i 9)

Los célculos principales del algoritmo son los

solucionar dos sistemas lineales de la forma

(1)
Wi0.0

(1)

Win,1.0)

(1)

Win0.0)

f(bia_ji-ba—kr)

siguientes

0 (0 0)
Uik0) * “TEE?D.D} = FUk1) * “rllil?].ﬂ} T Uk2) * “'Elflu.lj

Uk0) ¥ d(2,0,0) + ugk,y ¥ di11,0) + w2y ¥ diro

(D) ) _(0) .
U(k0) * Wiy 0y T Uk1) * Wigg gy T Uk2) * Wig 1)
w(k.0) * di1.1.0) + vk * dio.2.0) + uk2) * dio.1.1)-

. (0] , _(0) ) )
U(k0) * Wiy gq) T Uika) ¥ Wig gy T U(k2) * Wigga)
u(k0) * di101) + uk1) * dio.11) + vr2) * do,0.2).

1§ 1) (1)
“um‘*“[lom"‘“ull ¥ Wig1.0) T %520 * Wip o)
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A partir de esto se obtiene

f(bioa). bes) = (0.0000 0.7000 0.4900)

f(bi2y. baa)) (0.5000 0.9000 1.0600)

f(b(1.2). boa) f(bog.baay) (02500 08000 06300)
f(ba1). boa) f(bos).bey) (0.2000 0.6000 0.3500)
f(ba1y).baa) = f(baa.bey) = (0.4500 0.7000 0.6500)

f(b2.1y. b))
f(baoy. boa))
f(bzoy. bag))

(04000 05000 0.4100)
f(bpa).baEoe)
f(bi2). baEo)

(0.0000 0.3500 0.0000)
(0.2500 0.4500 0.0000)

f(bizo).bey) = f(bpi).bEo) = (0.2000 0.2500 0.0000)
f(b(s0).bze) = (0.0000 0.0000 0.0000)

Finalmente se obtiene

dg = (0.0000. 0.0000. 0.0000)

51 — (0.2000, 0.2500, 0.0000)

ds = (0.3400. 0.4800. 0.2460)

ds = (0.5400, 0.8750, 0.7800)

ds = (0.3800. 0.7800. 0.7760)

d; = (0.2500. 0.8000. 0.6300)

de = (00.700. 0.0000. 0.4900)

En la figura 3.3, se aprecia un instante del disefio de sobre el triangulo AF = APy, P1, P,, que facilita en
una curva sobre la superficie mediante la gran medida el trabajo.

manipulacion de los puntos de control de una curva

Figura 3.3 Disefiando una curva sobre una superficie mediante la composicion de una superficie con una curva.
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5. Conclusiones

6. Referencias bibliograficas

Se ha obtenido la representacion del blossom de un
simplejo de Bézier y a partir de ellas se han deducido
el Algoritmo de de Casteljau correspondiente.

Se ha obtenido una reformulacion mas detallada de
un resultado sobre la composicion de dos simplejos
de Bézier. Se corrigen los errores tipograficos del
resultado original y la notacion utilizada en esta
nueva presentacion es mas sencilla. La notacion
utilizada para los conjuntos de indices ha permitido
un manejo mas sencillo de los indices y
representando una funcién mediante su blossom se ha
obtenido una prueba mas concisa.

Los puntos de control de la composicién (F o g) de
las representaciones de Beézier F y g pueden
expresarse CoOmo una sumatoria, cuyos términos
dependen del blossom de F y de los puntos de control
de F y g. Se requiere evaluar el blossom de F en
cualquier punto para lo cual se propone un algoritmo.
Con representaciones de simplejos de Bézier se
trabajan con representaciones afines, lo cual facilita
la composicion de una superficie y una curva de
Bézier, en el sentido que en un inicio no se debe
preocupar que se cumpla Rango (g) € Dom(F).

En principio no es facil el manejo de los indices en
las representaciones de simplejos de Bézier, por la
existencia de este incoveniente se propone un método
del manejo de indices y almacenamiento Gptimo de
los puntos de control de los simplejos de Bézier.

Es factible el disefilo de una curva sobre una
superficie de Bézier, mediante la determinacion
dindmica de los puntos de control de la composicion
de la superficie que se mantiene fija y una curva
movil cuyos puntos de control son faciles de
manipular.
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