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Resumen

En este trabajo de investigacion presentamos una breve introduccién a los espacios riemannianos globalmente
simétricos, siendo la conexion afin, denotada por r; un elemento importante para establecer definiciones, efectuar las
pruebas de los teoremas y lemas mas importantes que nos permiten identificar las caracteristicas topologogicas de
tales espacios. Iniciamos definiendo la simetria geodésica, como medio para definir los espacios localmente
simétricos afines e introducir los espacios riemannianos globalmente simétricos por medio del grupo de isometrfiias
I(M) y del tensor curvatura R .
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Abstract

In this investigation report, we exhibit a brief introduction to riemannian globally symmetric spaces, where the
affine connection, denoted by r; is an important factor to set up definitions, to carry out the proofs of the more
important theorems and lemmas in order to recognize the topological attribute about this spaces. We begin with the
definition of symmetric geodesic, then we use it to define the affine locally symmetric spaces and introducing the

riemannian globally symmetric spaces by the isometric group 1(M) and curvature tensor R .

Key words: Riemannian global space.

1. Introduccién

Definimos un espacio localmente simétrico afin
como una variedad M para la cual, dentro de la
vecindad normal Np, consideramos la geodésica t
7— v(t) que pasa por p y @; una aplicacion
(simetria geodésica), cuya caracteristica principal
es que al punto g le hace corresponder su

simétrico qO sobre la geodésica y donde cada punto
p €M tiene una vecindad abierta Np sobre la
cual la simetria geodésica Sp es una
transformacion afin.

El objetivo principal de este trabajo es extender
la definicion local de manera que podamos
establecer la naturaleza  global del espacio
simétrico 'y establecer algunas propiedades
topoldgicas mediante la conexion afin y el tensor
curvatura.  Para ello se define una estructura
analitica como una coleccion de cartas abiertas
que con- vierte a M en una variedad riemanniana
analitica y luego probamos que el grupo dge
isometrias 1 (M ) es un grupo de Lie de
transformaciones de M .

La importancia de poder extender un principio
local, es observar el comportamiento de estos
cuando queremos estudiarlos en toda la variedad
M, asi la simetria geodésica queda asociada a un
punto fijo aislado como una isometria involutiva
tal que (dsp)p : TpM — TpM es igual aid, con la
particularidad “F — Ld.

Simbolos usados

Dl(M) : Conjunto de campos vectoriales .
D1(M) : Dual del F-médulo D1(M).

s - (ohjunto de campos tensoriales sobre M
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del tipo (r,s).

I’x  : Diferenciacion covariante con respecto a
X .TpM : Espacio tangente de M en el punto p.
No : Vecindad normal del origen en TpM . Np

N,: Vecindad normal de peM .

s:Np — Np : Simetria geodésica .

T : Tensor torsion sobre M .

R : Tensor curvaturam sobre M .

I(M) : Conjunto de todas las isometrias sobre la
variedad riemanniana M .

Definicion 1.1. Una conexion afin sobre una
variedad M es una correspondencia que asigna a
cada X 2 D1(M); una aplicacion lineal VX de D*(M)
sobre si mismo y se define como VX(Y); ademés para
fog e C=(M) X Y, Z 2 DYM); satisface:

Vicsgr Z = fVxZ +gVvZ ; Vx(fY)=fVx(Y) + (Xf)Y
y‘?_x-;l' 2 ViV 1+ Vyld)

El  operador Vxes Ilamado diferenciacion
covariante con respecto a X.

Si r es una conexion afin sobre My ® un
difeomorfismo de M; una nueva conexion afin V' se
define sobre M mediante
Vi Y)=dd ' (Vaex(dd.Y)); X, Y € DYM)
Decimos que la conexion afin V' es invariante por

® si se cumple V' =V en este caso P M — M
es llamada una transformacion afin de M.

Lema 1.1. Si g(t) una funcién diferenciable sobre el
intervalo abierto que contiene a J; existe una funcion
G e O (Mtg| que Gly(t))=glt), te L O sea G es una
extension de g.

Dada una conexion afin r sote M: EIl campo Y (t) se
dice que es paralelo con respecto a 1 o paralelo a lo
|argo de W sj Vx(Y)n=0; Vte .J'.

La curva v: 7 — M es llamada geodésica si la familia de

vectores tangentes 7 (%) es paralela con respecto a”,
es decir Vxi(t) =0,
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Proposicion 1.1. Sea M una variedad diferenciable

con una conexion afin, €4 v X#0 en T,M entonces
existe una Unica geodésica maximal * — 7(*)en M tal
que 10 =7 §(0) =

Denota la geodésica en la proposicion anterior. Si
X =0,yx(t) =p, vt c R,

Teorema 1.1. Sea M una variedad con una conexion
afin. Si p € M; entonces existe una vecindad abierta
No de p € M tal que la aplicacion ¥ — 7x(1) es un
difeomorfismo de No sobre N.

La aplicacion X +— ~vx(1)descrita en el teorema es
Ilamada la aplicacion exponencial en p y se denotara
exp 0 expp.

Definicion 1.2. Sea M una variedad con conexion
afin, p € M, una vecindad abierta No del origen en
TeM es llamada normal si

(i) La aplicacion exp es un difeomorfismo de No
sobre N, .

(i) Si X € Ngy 0 <t <1 entonces tX € No.

Una vecindad N, de p € M es llamada vecindad
normal de p si Np = expNj.

Ademas, si {Xy,...,Xn} una base de T,M, la aplicacion
inversa

expp (a1 Xit...+am Xm) — (ag,...,am)

de N, hacia ™ es llamado un sistema de
coordenadas normal en p.

El teorema siguiente, describe la derivada covariante
via el transporte paralelo.

Teorema 1.2. Sean M una variedad con una
conexion afin, p € My X; Y campos vectoriales sobre
M tal que X, #0 . Sea  — ¢(s) una curva integral de
X que pasa por » — <) y T; el transporte paralelo de
p e @(¢) con respecto a ¢ , entonces

1, .
(Vx(Y)), =lm —(7. Ve — Y,
X .l? a0 g 8 B =) p]
Prueba. Fijemos s > 0 y consideremos la familia
Z’—’H] con U i t S s

, paralela con respecto a la
curva A tal que para t = 0; el campo » = #(0) se escribe

Zo;e] = Ts_] Yis
(1.1)

Con el sistema coordenado 1#1:-- - Tm} valido en
una vecindad U de p; escribimos para

Z't), Yi(t) € C."*([.'
o0=S"Zt =3y

La def|n|0|on de paralellsmo proporuona las
relaciones (Ver [2])

er" . )
tﬁ Z rk =0 : 0

ZF(s) = }";"(.sj 1<k<m (13)

Para cada k , la funcion Z¥(s) asume valores reales ,
€ [0, s]

| A
|
o

(1.2)

luego por el teorema de valor medio existe *
dzR(E)

kigy k —
Z5(s) Z5(0) = I

tal que :
De (1.1) y (1.3), se tiene que la k-ésima coordenada

S YWoye — Y
de s 7 Y ) g
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K (g
l(zgn —YEp(D)) = 7(2A }—}*IUH—1{(2"‘(5]—5“’21%—}*(0)}
5 L7
_ 1o dzk (t*) _ .
= _;(Z (s) — Y*(0)) — — r} (s) — ZF (829 () .
1 L |- ky 1 (7 (JZ (t) ()
(Zé” 7}&0(“” — N(Z (0)—Y ‘U 5 Z(] (ff -Y \(],J
_ Lo ; AN ( | k i
RAORA( 77745 s5)— VK Zruuz

Cuando s— O, el limite de la expresion anterior es
dy* 721_5 daz; v ] o

deo T que viene a ser el limite de la k-
ésima coordenada calculada arriba .

Hacemos que k recorra valores desde 1 hasta m y
evaluada en el punto p; obtenemos

. dy'* ko o BV R .
Vx(¥), 7; [T_gni?} J} (m)p,!ﬂ.};r_,s Y0 — Y)
Sea M wuna variedad con wuna conexion afin

V. peMyNo yna vecindad normal del origen en
TpM; simétrica con respecto al origen. Para cada q €
Np; considere la geodésica ¢~ 7(t) dentro e N, que
pasa por p y q tal que "V =r =0 +(-1)=¢' A la
aplicacion =: % —n, tal que (4 =4 | se le llama
simetria geodésica y la denotamos por s,. En
coordenadas normales {Xu,...,Xn} en p ,la simetria
geodésica s, tiene la expresion (x;,. Xm) —= (-x1,...,-
Xm) En particular s, es un difeomorfismo de N, sobre
e misma y (dsp)p = —id

Definiciéon 1.3. Una variedad M con una conexion
afin ¥ que tiene tensor torsion T y tensor curvatura
R ; es llamada localmente simétrica afin si cada
punto p 2 M tiene una vecindad abierta Np sobre la
cual la simetria geodésica s, es una transformacion
afin es decir, la conexion r es invariante por s,.
Teorema 1.3. Una variedad M es localmente
simétrica afin siy solosi T=0

y VzR=0; ¥Z e DI(M)

Prueba. Para la prueba, consultar [2].

M es localmente simétrico riemanniano, si para cada
p € M; existe una vecindad normal de p sobre la cual
la simetria geodésica, respecto a p; es una isometria.
Teorema 1.4. Una variedad riemanniana M es un
espacio localmente simétrico riemanniano si y solo si
la curvatura seccional es invariante bajo cualquier
transporte paralelo.

Prueba. La invarianza de la curvatura seccional de M
se debe a que el tensor curvatura es invariante bajo el

transporte paralelo, pues TRy = R, y ademas, en toda
variedad riemanniana existe una y sélo una conexion
gue permite al transporte paralelo preservar el
producto interno g sobre el espacio tangente, asi

1
0=Vzg,= hm

; (7 8o~ ) implica™ ) = &,
Reciprocamente, tenemos que toda variedad
riemanniana satisface T = 0.

Sean p, g € M, yunacurvaqueunepconqy T el
transporte paralelo de p a g a lo largo de y. Si XY €
ToM entonces ™Y - 7Y € LM | 3 invarianza de la
curvatura seccional nos proporciona la igualdad
g (B X.Y)X,Y) = g, (Re (rX, 7Y)7X,7Y) = g,(Ro(r X, 7Y )TX | V)
(1.9
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Pero g, es del tipo (0,2) que satisface (1.4) para
T(Ry(X,Y)X) | asi

g (R(X,Y)X,Y) = g, (H(Ry(X.Y)X),7Y) = g,(7(Ry(X,Y) X, 7Y)
(1.5)

Con la diferencia entre (1.4) y (1.5), definimos la
forma cuadrilineal via

B(X,Y,Z,W) = g,(Ry(rX,7Y)rZ , TW) — g(r(R,(X,Y)Z , 7W)
que al evaluar para Z=X y W=Y resulta B(X,Y,X,Y) =0.
Esta forma cuadrilineal satisface las condiciones del
Lema 12.4de[4],asiB=0y

g By(7 X, 7Y)r X 7V) =g (7(B (X, V)X, 7] Estg igualdad
imp“ca B (7 X, 7Y )X = 7(R,(X,Y) X , |uego
T, = Ry De esto Vo, =VolrR,) =0

de esto M es un espacio localmente simétrico afin .

El siguiente Lema concluye la prueba.

Lema 1.2. Sea ¥ una transformacion afin de una
variedad riemanniana M. Suponga que para algun
punto q de M la aplicacion @¥q : TeM — Ty M gg
una isometria entonces ¥ es una isometria de M en si
misma .

El lema concluye la prueba del teorema del siguiente
modo: la transformacion afin que satisface la
hipotesis del lema es sp: Ny—Np y que ademas

cumple dsy = —id entonces

(dsp(u) | dsy(v)) = (—u ,—v) = (u, v)gg decir (.E.‘w'}, es una
isometria y por el Lema 1.2 concluimos que la
simetria geodésica s, es una isometria .

Definicion 1.4. Sean M y N dos variedades C“con
estructuras riemannianas g y h; respectivamente. La
aplicacion f; de M hacia N; es llamada una isometria
Si es un difeomorfismo y satisface

hyy(dfp(u) , dfp(v)) = gylu,v);Vu,v € T,M

Si f es una isometria de una variedad riemanniana M
en si misma entonces f preserva distancias , es decir
d(f(p) ; f(a)) = d(p; a) para p; g € My al conjunto de
todas las isometrias sobre M lo denotamos I(M) y
satisface :

() Si 91,92 € I(M) la composicién g1 0 g2 es también
una isometria.

(ii) Si ponemos g1 g2=01 0 g2 entonces I(M) se
convierte en grupo .

(iii) Con C y U subconjuntos compacto y abierto de
M; respectivamente, construimos el conjunto W(C;U)
={g € I(M) / g.C c U}: Entonces se define la
topologia del compacto abierto como la topologia
méas pequefia sobre (M) para la cual todos los
conjuntos W(C; U) son abiertos.

(iv) I(M) es un espacio de Hausdorff. En efecto. M es
Hausdorff luego si p; q € M existen vecindades V1 y
V, tal que Vi MV, = .. Analogamente para g.p y h.q,
existen U; y U, tal que U;"U,=0. Como M es
localmente compacta, escogemos compactos C; c Vs
tal que p € C1 y C.c V, con g € C, que satisfacen
g.CicU; y h.C, < U; luego (g.ClPh.Cz) c (Ul[ﬂ U,)
=0 para todo g, h € I(M) por tanto Wg(C1;Us)
[“Wh(Cz; Uz):@.

(v) La componente identidad de I(M) se denotaré por
10(M).

Lema 1.3. El espacio I(M) tiene una base contable .
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Prueba. Para la prueba, consultar [3].

Lema 1.4. Asumamos que una sucesion (fn); en 1(M)
converge puntualmente sobre un conjunto AcM;
entonces (f,) también converge puntualmente sobre
A.

Prueba. Para la prueba, consultar [3].

Lema 15 Sean aecMm y=>0 tal que

Ula:e) = {p € M/d(a.p) < <} tiene clausura compacta,

denotemos por Va = Ulai=/1)  Sea f, una sucesion de
isometrias tal que f,(q) converge para algin punto
q € Va, entonces existe un compacto K y un entero N
tal que f,(Va)cK paratodo n > N.

Prueba. Para la prueba, consultar [3].

Lema 16. Sean ae M ye=0 tal que
Ula;e) = 4p € M / d(a,p) < <} tiene clausura compacta,
denotemos por V. = U(a;=/4), Sea f, una sucesion de
isometr{cas tales que fn(g) converge para algin
punto ¢ € Va entonces existe una subsucesion fu de
. tal que f.(p) converge para cada ? € Va.

Prueba. Para la prueba, consultar [3].

Lema 1.7. Si f, una sucesion de isometrias tales que
fn(@) converge para algun asM, existe una
subsucesion f tal que f(p) converge para cada
pe M,

Prueba. Para la prueba, consultar [3].

Lema 1.8. Sea (f,) una sucesién en (M) que
converge puntualmente sobre M a f:M— M entonces
fellM)ylimf. =T en latopologia compacto abierto .
Prueba. Sea C un subconjunto compacto de M y sea
5>0. Elegimos puntos ps1, pz,..., pn tal que cada » € ©
satisfacen d(p, pi)<d/3 para algin p;.

De la convergencia puntual de (f,); para los puntos
pi; se tiene d(f. , pi, f.pi)<0/3, luego para cada » = C,
lim /. =/ en la topologia compacto abierto, pues

d(fup, f.) < d(fud, fops) 4 fope fpi) HA(f. sy f) < dlp,pi) +0/3+(pip) < 8
La aplicacion f preserva distancia pues para #: 7€M
se tiene

d(f(p), flg) = d (,}@}‘ Inlp), lim fn(qi) = lim d(/fu(p). fulq)) = d(p.4)
Para el punto @<= M arbitrario ponemos @ = f(a),
luego

d(f (o), 0) = d(f(F(@),0) = £ (@), £ (f(a))) = d(f(e), fola) < &
lo que implica que /+'(@) converge a a . De esto y del
lema anterior existe una subsucesion fu tal que fr (4)
converge 79 €M asi definimos la aplicacion g como
gta) =l 0@ que es una isometria, para todo
poeM

d(g(p),glg) = d(*h’m fp), Jin ,If(q)) = lm d(f0) . £,,(0) =dip.g)

(fn.p)—f(p) implica que g(f(p))=p ; ¥» € M, pues
dalf),p) = d (Jim £;2(7(9))p) = Y d(S(0) Fu(p)) = d(F0), ) = 0
y ademas f = g*; por tanto /</M) con lo que se
concluye la prueba del lema.

Lema 1.9. Sea f, una sucesion de isometrias y f una
isometria. Si f.(p) converge a f(p) para todo P < M
entonces la convergencia es uniforme sobre todo
subconjunto compacto K de M .

Prueba. Para la prueba, consultar [3].
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Lema 1.10. Sea f, una sucesion de isometrias y f una
isometria. Si f,(p) converge a f(p) para todo p 2 M
entonces fjl

n (p) converge a fil(p); 8p2 M

Prueba. Para la prueba, consultar [3].

Teorema 1.5. Sea M una variedad riemanniana y (f)
una sucesion en I1(M) .

Suponga que existe un punto b€ M tal que la
sucesion (fn.b) es convergente entonces existe un
elemento / € 1(M) y una subsucesion (/=) de (f,) la
cual converge a f en la topologia compacto abierto.
Prueba. Sea S =1{9€M /(f.q) tiene clausura
compactag. S # % , pues P € M implica que b € S
Consideramos (pi) una sucesion en S; por abuso de
notacion (f) denotard una subsucesion de (fn).
Usando el proceso diagonal podemos encontrar una
subsucesion de (fi) que converge en cada pi; que se
puede ver en

(fep1) = (A o o . fapr )
[f;} ) = ( f11 o f-zl-Pl : f; P, )
(fip2) = (fip . B, 52, ..)

(fivs) = (fiwms 5 fivs o e s o)

La convergencia de la sucesién diagonal se sigue del
Lema 1.4, luego S es cerrado. Probamos que S es

abierto. Sean »* € S tal que B-(P") tenga clausura
compacta; Vi = Brar), con P € Vo ¥V (feh) y (fp)
cualquier subsucesion de la sucesion (f.:p):

Del Lema 1.6 existe una subsucesion (/) de (f) que
converge para cada punto de Vp«, de modo que el
conjunto de elementos de la sucesion (fw.-r") estd
acotado por E-4(a), Ademéas del Lema 1.5 se sigue
que para PS5 los elementos de la sucesion
(Jieu-P) estan dentro de la bola Br/2(4°) pues
Ji(Br(0)) € fi,( Be(p?) ) C S, (Bolp)) = S (Br(p?)) = Belfi, %) ’

es decir fu(B:(r)) y Br(fu.?") tienen clausura
compacta.  Por otro lado  fu(P)—d'y

B.p(g) < B.(g') < Big") implican Bra(¢) € B.(¢), asi para
P € Ve © B:(P)]a sucesion (fx.-P) tiene clausura
compacta, luego B-2(P") < S| de esto sigue que S
es abierto. Como b€ S, la conexidad de M concluye
que S=M.

De la sucesién (pi) en M, Via el proceso diagonal
encontramos una subsucesion (f-.) de (f,) que
converge en todo los puntos de (pi) y sobre
o, i=12..}1=M

Del Lema 1.8, la sucesion (/=) en I(M) en la
topologia compacto abierto.

Teorema 1.6. M una variedad Riemanniana, la
topologia compacto abierta convierte a (M) en
grupo topoldgico de difeomorfismos localmente
compacto de M.

Prueba. Consideramos las sucesiones (f, gn) en (M)
x I(M) que converge a (f, g) ; m(f.,gn) converge a
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m(f,g) y m(fn,gn) converge a mo(f,g). Para (f..gn) en
1(M) tenemos

d(fn(p)-gn(9), (P)-9(q)) = lgu(p)| (fa(p), F(R))+S(P)|d(gn(q). 9(a))
lo que implica que (/=(»)-92(2)) converge a f(p).g(q)
paracada 95 M

Del Lema 1.8, ™ /w9. = [0 en la topologia compacto
abierto y (f, g) — f.g es una isometria y de la sucesion
(f.) convergente a / €/} para cada punto » € M, se

tiene que [+ (P) convergea /~'(P) y st — s enla
topologia compacto abierto, de este modo la
aplicacion / — /" es continua sobre 1(M).

I(M) es localmente compacto, pues paraa @ € My U
una vecindad abierta de a con clausura compacta,
definimos W =W(a,U)={geI(M)/gaecU}|g
vecindad de la identidad en I(M) y consideremos (fn)
en W entonces (f,.a) cUc U, luego existe una
subsucesion convergente (fi.a). Por el Lema 1.7, la

subsucesion (f-..) es tal que (fne.(@)) converge
en My la aplicacicon f(a) = I13m fu (a); por el Lema
1.8, es una isometria sobre M de este modo fqr (a)—
f(a) paratodo » € M, Esta convergencia es uniforme
sobre todo subconjunto compacto de M; pues f es el

limite de una sucesion de W asi W es compacto.
Hemos probado que la vecindad de la identidad de
I(M) tiene clausura compacta y via la continuidad de
g 0 id=g y de Lg; trasladamos la id a cualquier
isometria g manteniéndose la compacidad de la
vecindad de id en la vecindad de g.

Sea W = W(a,U)= {g € I(M)=g.a £ U} la vecindad
de la identidad en I(M).

Consideremos (fn) una sucesion de isometrias en W
entonces (f..a) cUc U, con U compacto, asi existe
una subsucesion convergente (fi.@); de la cual
escogemos la subsucesion (fur ) tal que (far(2))
converge. Definamos la aplicacion f(a)=lim fu(a)
entonces por el Lema 1.8, f es una isometria sobre M;
de este modo tenemos fnr(@)— f(a) para todo p< M.
En virtud del Lema 1.9 la convergencia es uniforme
sobre todo subconjunto compacto de M; luego f 2 W;

pues fes el limite de una sucesion de W; luego W es
compacto .

2. Materiales y métodos

Una variedad riemanniana M con estructura
riemanniana g; es llamada una variedad riemanniana
analitica, si tanto M y g son analiticas, donde la
estructura analitica sobre M se define de modo
similar a la estructura diferenciable.

Definicién 2.1. Sea M una variedad riemanniana
analitica, M es llamada un espacio riemanniano
globalmente simétrico si cada p € M es un punto fijo
aislado de una isometria involutiva s, de M.
Entendemos aislado en el sentido de que s, tiene
como Unico punto fijoap £ M.

Lema 21. Sea M un espacio riemanniano
globalmente simétrico. Para cada p © M existe una
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vecindad normal N, de p tal que s, es la simetria
geodésica sobre Np.

Prueba. Basta con probar que (dsp), = -id: Para ello
sea A = (dsp),. Por definicion, cada punto p € M es un

punto fijo aislado de s, y % = % de donde
id = diid) = d(s]), = d(5; 0 55)p = (dsp)p 0 (),
= d[ﬂ‘r_f:lp

Como d(sp)p(TeM) £ ToM , para XT,M definimos
V= {X=AX = X}; V' = {X/AX = -X} y mostraremos
que TpM es suma directa de V- y V* En efecto, sea Y
en V-nV-entonces ¥ €V ¥ ¥ € V7 de donde AY = -
Yy AY = Y; de esto -Y = Y lo que implica que Y = 0.
Asi V- y V* son independientes.

Consideremos XET,M y escribimos
X = 3(X - AX) + §(X + AX) pues

A(HX - AX)) = HAX - A42X) = }(X - AX) de donde
XA eV y AKX +AX)) = AX + AX) = §(X + AX) g

donde X + AX) € v

Asi hemos probado que 7+ = V- &V~

Supongamos que X#0 en V* y sea Ia geodésica y
tangente a X en y(0)=p; entonces AX=X significa que
A deja fijo a X en el punto p = y(0); asi s, dejaria fijo
a los puntos y(t) sobre la curva y esto contradice la
definicion de espacio riemanniano globalmente
simétrico, luego X< V-, de este modo A = -id con lo
cual sp es la simetria geodésica .

La simetria geodésica s, dada en la definicion
anterior es Unica. En efecto, suponemos que existe
otra simetria geodésica = sobre N, entonces
S =r == luego %=%_ Por otro lado
dsy) = —id = (d%), implica s = % en consecuencia
% =% Helgason ha demostrado (véase [2]) el lema
usado en esta prueba.

de o junto con la compacidad de & y que O(TpoM)
sea Hausdorff nos permite concluir que la aplicaciéon
¥ es un homeomorfismo .

El subgrupo K < (M) actua transitivamente sobre M
obteniendo una accion de K sobre M por la izquierda
con un punto fijo po y asi o(#) = K7, es llamado el
grupo lineal de Isotropia en po.

Via o, el grupo lineal de isotropia /& es un subgrupo
compacto de O(TpoM) y tiene una Unica estructura
diferenciable compatible con la toplogia inducida por
O(Tpo M) con la cual K* es un subgrupo de Lie
compacto de O(Tpo M) :(Para la unicidad consultar

[41)

K ~ K*

\ | x.
':-r_1'::-‘~|--:: “,
i:f.'l:

Esta estructura diferenciable, via c%, hace que K se
convierte en un grupo de Lie compacto, pues la
estructura diferenciable de K* se traslada localmente
hacia Ky por el teorema de la funcion inversa o es
un difeomorfismo.

Construimos B; subconjunto de I(M); que es llevado
homeomorficamente por o sobre B(pg), donde
n:l(M)— M dada por n(g) = g.po ; €s la aplicacién
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Sea v cualquier geodésica en M; espacio riemanniano
globalmente simétrico, si m es el punto medio de esta
geodésica entonces sy intercambia p y q; gracias a
esto decimos que, en particular, el grupo I(M) actla
transitivamente sobre M. De esto y del Teorema 1.6
sigue que I(M) es un grupo topoldgico de
transformaciones sobre M localmente compacto y
transitivo .

Lema 22. Sea M un espacio riemanniano
globalmente simétrico, entonces I(M) tiene una
estructura analitica compatible con la topologia
compacto abierta en la cual 1(M) es un grupo de Lie
de transformaciones de M.

Prueba. El conjunto & ={/ € I(M)/fp, = p 5 m € M} g8
el subgrupo de I(M) que deja fijo a algin punto po
=M y es compacto.

Sean & — O, M)g aplicacion definida por
o(k) = (dk)n, para k € K k 2 donde O(TnM)es el
grupo ortogonal, {X1,-- . X} una base ortonormal
de %M v {=.....zu}el sistema de coordenadas normal,
con respecto a esta base, valido en una bola normal
convexa Br(po).

Localmente, la expresion de la aplicacion k en
coordenadas {=1;---» *m} es la misma que la
expresion de (dk)po en términos de las coordenadas
cartesianas sobre Tpo M; esto permite afirmar que, si
ki y ko estan cercanos también lo estan (dki)po(w) y
(dk2)q(v); vale decir la aplicacion o es continua .

Sean f, g € K entonces f.po = g.po y por otro lado
o(f) = o(g) implica (df)po= (dg)po, asi f = g: Esto
prueba la inyectividad de .

La continuidad e inyectividad

natural. Considerando la geodeésica t 7! pt en Br(p0)
con punto inicial po , spo, €s la simetria geodésica
sobre B(po) que deja fijo a po ; mientras que “7:» es
la simetria geodésica sobre Br(p0) que envia p0 en
pt; luego la aplicacion To. = 5v,.-%% es una isometria
de M que envia po en p: .

En otras palabras se tiene:
Toro) = 50, oo (1) = 2,0 =P con py, punto medio
entre po Y pt.

I(M) == —2 0
™,

"I'F’.-\& ._";’.«__.-2
M
De la igualdad (dTy)po L = -nL concluimos que dTy
es el transporte paralelo de po en pt a lo largo de la
geodésica t — P .
Definimos W : B,(p,) — 1(M) mediante ¥(.) =T,

tal que To,(po) = s

Wes inyectiva pues para tA",V(r) = T(p.)
implica que " — »- y si evaluamos en po resulta
T, (po) = Ty, (ps) = p. = p..

Para establecer la continuidad de ' probamos que
si una sucesion (g,)cM converge a g © M entonces
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las sucesiones de isometrias (Sqn ) converge a Sq en
I(M).

Al restringir la aplicacion =« al conjunto
m(p.) = Tp, (po) = p.Y,, paratodo P« © B

Asi definida, =l= es inyectiva pues para * # ¢~

tenemos que (T,) = (T"!‘)implica que
Toe =T, o) = To. (o) =To.y por otro lado
moW =id : con lo cual
m(B) = 7(U(Br(ps)) = Br(py). Si 7:B — By(p, .},

tal que ™ (T,) = P« entonces !% es sobreyectiva y
por tanto x! es continua. Asi m es un homeomorfismo
de ‘B sobre Bi(po) terminando, la construccion del

conjunto ‘B .

Ahora construimos el conjunto
BK = {bk/b € B, k € K}y probaremos, por doble
inclusion, que BE == (B:(p,)),

En efecto, Si b e x '(Br(p,)) entonces

beB =U(B(ra), luego existe r= < B-(r) tal que
b=T(ps) =Tp, = sp, ,-Sp, € BE

Por otro lado, sea ==bkeBK |luego
m(z) = bk(p,) = b [F’-::-), pero b=1w Irp-f), asi
m(2) = Vip) (py) = T (po) = e € Br(p) 1, . Por tanto
ze 7 YB(p,))

7 es un homeomorfismo, entonces = '(&.(pa)) = BR

es un abierto de I1(M).

Si k= BK tenemos

U (m (b)) = U ((Bk) py) = U (Bp, ) = © (P (po)p,) = L(p) = ba,

Definimos ¢ : BxK — BK via ((b k) = bk,

Esta aplicacion es inyectiva, pues

(b k) = (V. F) implica

bk =Wk v b= U(xbk) = ¥(x (b)) =V e

sobreyectiva, es continua (es la composicion de
. . . ’her ~—1

aplicaciones continuas en I(M)) y por Gltimo & es

continua, ya que & lleva abiertos en abiertos.

En otras palabras, ¢ es un homeomorfismo de Bx i

sobre B K.

Asi, si U es un subconjunto abierto de K, el

conjunto BT, via (., es abierto en I(M).

En particular, sea U una vecindad abierta de e en K

sobre la cual un sistema de coordenadas

{:»---»ur}es valido. La aplicacion ®. definida de
BLU en un abierto de Rm*,  como
D (bu) = (z,(7(B), ... ¢ (7(B), y, (w),.... v (u))
es un homeomorfismo componente a componente,
pues es posible verla como (X o 7(b).Y(u)) | donde X
e Y son sistemas de coordenadas validos sobre B(po)
y U; respectivamente.

Destaqguemos que la aplicacién b, asigna
coordenadas a una isometria, entendiendo esto del
siguiente modo: si ki.ks € K se tiene Fup, =kopy, luego
(dk1) po, (dk2) po son aplicaciones de TpM en si
mismo y también pertenecen a @ (7»:/).p0

Sobre  “(TM)  consideramos el sistema de
coordenadas (U, Y), luego si (dki) po tiene
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coordenadas (ys,.....yr) en U entonces k; tiene las
mismas coordenadas y para cada = = (M), |a
aplicacion ®x = ®c o L.~ es un homeomorfismo de
=BT sobre un subconjunto abierto de IR™*"

En otras palabras, estamos dando a cada x € I(M) un
abierto que es la traslacion izquierda de =BU, En
buena cuenta estamos cubriendo a (M) de abiertos y

para cada uno de ellos definimos la aplicacion ®= lo
gue nos proporciona un atlas que convierte a 1(M) en
una variedad topoldgica.

A fin de que este atlas proporcione una estructura
analitica sobre I(M) es suficiente verificar que
@. - ®;* gs analitica sobre ®- (BU M BU)

Afirmacion.  Si b eBiu,w, U tales  que
byw,byu, =bu donde & = B, u = U entonces
las coordenadas #=(w).=:((P)) son funciones
analiticas de las coordenadas
(b)) s w (b)) s vy ) y, (u,) para
1<ijb<m;1l<afy<r,

El sentido de la afirmacion es: si bitabats = bu
entonces la coordenadas de u y b involucran a las
coordenadas de 1» tas bas vz y asi las coordenadas
de u y b deben ser funciones analiticas de las

coordenadas de &1+ %1s 025 Uas -

Prueba de la Afirmacion. Sea * € I, Las isometrias
Fsp k7t v sp.dejan fijo a Po y ambas inducen la
misma aplicacion de Lxo | pues

dlksy 7) = (dk)py o (dsy pyo (dk™) g, = (d) pyoldsy, oy o k)™ p, = (dsy

de donde %%~ = s»._ En particular, si q es el
punto medio de la geodésica desde P. hasta #=
entonces b2 € B se escribe como 72 = =«-s»., luego
(:u'l 'SQ'U;I'SP.;.)'P:- = [\’“1'54'241_1:]'])-3 = (:ul'sq‘)'fjo = Ul[:SQ"Po) = 'lll(:bﬁ'pu:] i
Por otro lado (su,a-e,)-po = w.(b2po)  entonces

=1 -1 _ .
w, b ul = sg.s, ulT = Sui.q-Spy Asi

(.'l‘jlbzul_lj'po = [:Sul-Q'SPE. ) 'P-:- = Sul -q[:pc-:] = ul{bz'pc- :],

esto significa que esta geodésica envia P. en
w, (b2-Po) teniendo como punto medio “i-4 por
tanto ?* = wb.u, ' © B A |as coordenadas de H*
dependen analiticamente de las coordenadas de *: y
b2, pues "1 es una isometria cuyo diferencial es
ortogonal y las coordenadas de " serfan las
mismas que las de *1, ordenadas como la transpuesta
de "1,

La igualdad 0w = bonboutuy, = bk, = bu pog

permite escribir las coordenadas
De(bu) = (x,(m(b, ")), ...,z (m(bb*)) uy (wyuy), .oy, (uyuy)) -
Analizamos la dependencia analitica:

ﬁ{blb*} = (blb*)p = [:blb*:](ulurpﬂ ) = {blb*uluzj'pﬂ = b[:'ll-j.?ﬁ:] = ﬁ(b)
(b,0%)) = z,(w (b)),

luego paral<i<m tenemos LT

El punto . &"-Pa es determinado via b:-pa v b7-pa,

En efecto, consideremos dentro de B-(ro), las
- .‘«.*

geodésicas 7a de o a b.-Pa de Po a7 con vectores

tangentes unitarios Yi v Y en Py,
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respectivamente.
Sean Y3 el transporte de Y alo largo de 7. y la
geodésica 7= que surge de b1 -Po

Es decir, las coordenadas del punto 21%"-7 las
obtenemos como una combinacion de las
coordenadas de los puntos 2" -#a ¥ bi.pa,
Esta construccién, en el plano euclidiano no seria
otra cosa que la suma de vectores. Asi, la
construccion anterior establece que = (7(%:t")
depende analiticamente de . (7(%)) y de
a(r(b)), 1<k <m ya que @ (b b)) puede
escribirse como combinacién de
o, (m(by)) v own(m(8") siendo Awas- - CrdoUN
sistema de coordenadas normales sobre 5-(7o),
Dado que  bimbaus =buw e tiene  que
b=lb,u by, = u implica b2 uy b, = wut
1

bbb = b_lbl-talbjul_l = maz_lul_ = u(u,u,)”

Las coordenadas del vector tangente
)X = d(BTrE BT )X (2.])

A (e vey 2oy )

con respecto a la base ortonormal i Xn
dependen analiticamente de las coordenadas de
b, 5" En términos de matrices, la i-ésima columna
de la matriz ortogonal correspondiente a
d(ee(u,us) 1) X5 se escribe como una combinacion
de productos y sumas de los elementos de
d(b‘lblb*).Xil

De la relacién (2.1), los elementos de la matriz
ortogonal de du se escriben como combinacién de
productos y sumas de los elementos de las matrices

ortogonales de @b7" . db, . db* v d(u,u,), Siendo K
un grupo de Lie, se sigue que las coordenadas de u
dependen analiticamente de las coordenadas de
up s uz s by b Se ha, pues, demostrado la
dependencia analitica de Yalw) . (7 “’” con
respecto de «;(7(b.)) s wr(m(ba)) s welwn) s wn(wa) luego
(M) es un grupo de Lie.

El argumento, ademds, muestra que la aplicacidn
(9:p) — gp de BU x Br(p) en M es analitica,
pues para g=bu se tiene bu-p = (507w us).p

Por tanto, I(M) es un grupo de Lie de
transformaciones de M:

Definicién 2.2. Una variedad riemanniana conexa M
de dimension finita es llamada simétrica si para cada
punto P = M existe una isometria = : M — M ta|
que (dsplp: TpM — 1M es jgual a —id. En

2 __ -
particular “» — ol

Una variedad riemanniana simétrica es también
[lamada un espacio simétrico.

Ejemplo 2.1. Las variedades simplemente conexas de
curvatura constante son simétricas.

Como el grupo de isometrias acta transitivamente
sobre estos espacios, es suficiente mostrar la
existencia de una isometria “r para un punto
o= M

Asi para M =R, consideramos p = 0.
Para la esfera st
p=(1,0) y s(xo,x) = (xo, —1)

1 2 3

consideremos

Anales cientificos UNALM Vol 70 N° 2, 2009, pp. 91-98

con vector tangente Y3, longitud de arco £(~*) y
punto.

Proposicion 2.1. Un espacio simétrico M es
completo.
Prueba. Sea la geodésica 7 :[0-fol — M tal que

o) =p. Es suficiente probar que M es

geodésicamente completa, para ello (%) debe estar
definida en todo R, entonces establecemos un proceso
continuo de alargamiento del intervalo [U-tlﬂ, como
sigue: M es un espacio simétrico entonces (dsp)p
lleva — ¥ (%o),

Por otro lado, para ¢ < [©. %0l la isometria = lleva
7(t) en v(2fo — ) siendo 7(t0) el punto medio
sobre la geodésica definida en [@ :2%o] De este
modo, definimos la geodésica y en todo R, luego M
es geodésicamente completa.

Definicion 2.3. Sea 7 : R = M un geodésica en el
espacio simétrico M, definimos la y-traslacion via
t = B alaisometria 71t = Tt = Sm © 590
Lema 2.3. Sea L% la y-traslacion via *=. Entonces
() Tt =t +t) . (p) 4Tk coincide con el
transporte paralelo de 7(t) a 7(t+%.) (c) La familia
12 . ¢ = R} de traslaciones a lo largo de y
forma un grupo a 1-parametro de isometria.

Prueba

(@) Tfu(”,r (t) = 5»,(;3;2)(:5»,(05(? ()= 5,,“0;2)(:? (—t)) =~(t+1,)
(b). Sea v tangente a y que tiene transporte paralelo,
en (t + f‘o:] al vector 7t T %) y que coincide con
d(T;, }ﬁ, £)-

(T, )4 = d(,S»_f(f,J;‘z;. 0 8y0))r(t)) = Sty /2) (1) © (A8 bty

es una aplicacién de 7>« 47 hacia I‘-":*“-:-)M.
(C). T:: M — M definida por Tip=tp, vteR
es un difeomorfismo y probar que

fo-{t-p) = {t, T 4,)-P  equivale a probar que
'Tf,j o 'Tcl = 'Tf “+t,

(T, oT)p = T,(T 0 mn—m S0, © 5,0(1(1)
= Ty (s (1(-0) = Ty (1t +8) = sy, 0 0 (38 + )

= s, Y=t +t) =2

= sy (s0(1(1) = Tiyae, (4(8)) -
Corolario 2.1. La componente identidad del grupo
de isometrias de un espacio simétrico M opera
transitivamente sobre M.
Prueba. Sean M convexa, 70(M) Ja componente
identidad de 7(M); p.a = M entonces existe una
geodssica 7+ [0.1] = M tal que 10/ =p v 3l =g,
El conjunto {7¢. * =™} forma un grupo a 1-
pardmetro de isometrias, luego para t = 1 tenemos
Tip = sy172)(540)(P) = syz(p) =g
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pues () es la simetria geodésica, luego
Ty el < Io(M) donde I' es un subgrupo de
To( M),

Corolario 2.2. Sea M un espacio simétrico, entonces
todo lazo geodésico 7 : [0. 1] — Mes una geodésica
cerrada tal que (1) = ¥{(0),

Prueba. El grupo a 1-parametro de isometrias
i7: . * =R} induce el campo vectorial

- dTi(g)
X(q) = I ) o
4" lr—o, campo vectorial de Killing. En

particular tenemos
. d.. d, o] d PR
X)) = EE[\?("H . = E[‘Sﬂﬂ;a;z) os,0)(v(r))) y E(Sﬁ,(f_,»z)lf;(—l',l,] y

d,

= Gulttn) =dlt+n)g=10).
r=0

v :[0.1] — M estal que 0]—1’ =g,
Tenemos X((0)) = X(p) =5(0) y X(3(1)) = X(g) = (1),

pero y es un lazo, luego 7(0) = (1),

Lema 2.4. El tensor curvatura R satisface las
siguientes identidades:

(RIX.Y)ZW) = —(R(X,Y)W,Z) = (R(ZW)X,Y)
En particular, para cada ¥ = Z:M  tenemos el
llamado operador curvatura & : 1pM — 1M
definido por R(X,Y)Y para X =7:M Este es un
operador autoadjunto con respecto al producto

escalar £ sobre M , es decir

(Ry X, X"y = (X, R,—X’)
Prueba. Sean -\ Y- 24, W € LM campos vectoriales
tal que [X, Y ] = 0; considerando el embebimiento

F:(R%0)— (M.,p) con L—F_[U 0) = X(p) . i((),()) =Y(p)
\ / . / X \ 8'} /
entonces
JF OF OF oF

oXay oy ax

[X(p).Y(p)]=X(p)Y(p) - YR X(p) =
XWyZZ) = YWD+ 2EY) - 1Y) + 2.0 + VZY) - (K[22)]

[Y ZI)+(ZYZ)-(Z,ZY)+ (V.2V} - V.Y Z)]

] I\:\,e

= _§ ZZ)f—MX (2,2)=Y [V, 2) .
Para la prueba de la segunda de las identidades
usamos de la identidad de Bianchi

(REXY)ZW) = (RIZY)X +RXZ)VW) = (REZY)XW) +RX Z)W)

Por otro lado

(RIXY)ZW) = (RIV.X)Y + R, W)X, 2) = (RW. X)Y, Z)+(R(Y, W)X, Z)

Sumamos las igualdades anteriores

2RXY)ZW) = (RZY)X,WHRX, Z)Y, W)+ RWX)Y, Z)+(RY, W)X, Z)

y mediante la sustitucion (X-¥) = (Z. W) obtenemos
2RXY)VZW) = (RZWX,Y)+(RX,Z)Y. W)+ (RW.Z)V. X} + RY, W)X, Z)

[

= 2RZWXY) +RX.ZY. W)+ RY.WX.Z

= 2RZWXY) .
Finalmente
(RIXY)Y.Z) = (R(Y.2)X.Y) = - (R(Y.Z)V.X) = (RIZ.Y)Y, X) = (X, R(ZY)X)

esto prueba que v LM —T,M

autoadjunto .

es un operador
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Lema 2.5. Sea M un espacio simétrico, 7 : B = M 3

geodésica no constante. Asuma que Y (t) es un campo

de Jacobi a lo largo de y(t) ortogonal y(t) tal

queVY () =0 entonces Y (t) puede ser generado via
_ 9TA(t)

un campo vectorial de Killing 95 o,

donde {Z-=?%I:} es el grupo a l-parametro de

traslaciones a lo largo de la geodésica

b(s) = exp, Y(0)

Prueba. Probaremos que el campo de Jacobi

1 8']—‘5‘;(.{]

Y(t) = — _ _

95 lsmo satisface ¥ (0 = ¥Y(0) ¥ V¥(0) =0,
Geométricamente, dada la  geodésica  y(t),
construimos una familia de geodésicas b(s) para cada
s.t < IR.de modo que y(0) = b(0) obteniendo un

ey

campo de Jacobi Y, luego

Tﬁﬁ’[” :‘5.5(;:2\ ? ko) '( b[a 7) of 1(0) -’m bu 21 f] = b(“),

entonces

Vo) = ’WOJ 0 = ,72(;) _ =ho= %(cxpg Y@)_ =Yw)
T~ () '

Por otro lado, fijando's, ¢
largo de b(s), luego

+=o es paralelo a lo

v (01410 V(9T * (g
v v = [ Zh(s
ds ot t=0/ s=0 at ds 5=0/ t=0 ot 85) ’FG =
v V- Vi)
T (b[ ])f . a) ) =0 -
(‘_}Ts.:" [t)
?sl.—o es un campo de

a lo largo de y(t). Asi
Jacobi.

3. Conclusiones

1. Para una variedad analitica definimos una
isometria involutiva y probamos que ésta es la
simetria geodésica, logrando asi establecer la
naturaleza global de los espacios simétricos afines.

2. Como caracteristicas topoldgicas de los Espacio
Riemanniano Globalmente Simétrico establecimos
que el grupo de isometrias (M) es un grupo de Lie de
transformaciones, el espacio simétrico M es completo
e hicimos un breve detalle del comportamiento del
tensor curvatura, mostrando el modo en que un
campo de Killing genera un campo de Jacobi.

3. Se puede abordar el estudio de los espacios
simétricos usando las formas diferenciales. En el caso
de los espacios globalmente simétricos riemannianos
podemos profundizar en las caracteristicas
topoldgicas usando algebras de Lie.
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