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Problema de valor inicial para un sistema dispersivo no lineal de ondas largas
regularizado

Aldo Mendoza U.!

Resumen

En este trabajo de investigacion, estudiaremos el sistema de ecuaciones no lineales dispersivas bajo el efecto de

disipacion

(1 — wd2) Spu + F3u + adv + uPOru + VPOv = 0

(1 — wd2) Sv + adu + 2v 4+ VPO v + Oy (uv?) = 0

u(0) =¢
v(0) =
donde x>0, a‘ <1yp >1, es un ndmero entero.

Nuestro objetivo es demostrar que el sistema dispersivo o problema de Cauchy, esta bien formulado localmente y
globalmente. Por esta razon vemos varias propiedades de las soluciones reales u(X,),v(X,t) para z € R, t > 0.

Palabras clave:
Abstract

In this work of investigation, we will study the equations nonlinear system of dispersive under the dissipation effect
(1 — pud2) Ssu + 2u + ad3v + uPpu + vVPIv = 0

(1 — 1d2) v + adiu + v + vPIpv + 9p (uvP) = 0

u(0) =¢
v(0) =%
where 4> 0, a‘ <1yp =1, itis an integer number.

Our objective is to demonstrate that the dispersive system or the problem of Cauchy, is locally and globally good
formulated. For this reason, we will see several properties of the real solutions U(X,),0(x,t) for all =z € R,

t>0.
Key words:

1. Introduccién

Consideremos una familia de ecuaciones dispersivas
bajo el efecto de disipacién

(1= pu82) 8u+ Bu+ adlv + v dpu+1P8,v =10

(1= ud2) 8w + addu + v+ vP0pv + 8, (ue?) = 0

u(0)=¢
v =9 (P)
Donde 4 >0, a‘ < 1son constantes reales,

u=u(xt) y o=u(x,t)son funciones con valores

x ERtZ0yp =1 unnimero

reales para
entero.

Nuestro objetivo es estudiar varias propiedades de las
soluciones reales u (x, t), v (X, t) del problema de
Cauchy (P), en el espacio de Sobolev

H*(R) = H*(R) x H*(R) cuya norma es dada por

L

. w2 2
e r) = (% V)|l m) = V el 22 gy + 9] 22wy
)

para § =1,
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En primer lugar, demostraremos que (P) es bien
formulado localmente en el sentido de Hadamard, es
decir,

P1. Existencia local de soluciones: Se desea probar
que existen 7 € 10,71 y U € C ([0, 7], H* (R)) tq] que
satisface (P).

P2. Unicidad: Consiste en probar que existe a lo mas
una solucién de (P) en alguna vecindad del origen.
P3. Dependencia continda del dato inicial: Consiste
en estudiar y establecer, si es posible, la continuidad
de la aplicaciéon @ — U en topologias convenientes.
Para la cual, usaremos el teorema del punto .jo de
Banach para demostrar que la ecuacion integral
asociada con el sistema tiene solucion y luego
mostramos que tal solucion es la Unica solucion del
problema de Cauchy (P).

En segundo lugar, probaremos que (P) es bien
formulado globalmente, es decir, se satisfacen (P1.),
(P2.) y (P3.) para T = +oo 1, para ello usaremos
algunas estimativas a priori.

En esta seccién se enunciaran las definiciones y
propiedades bésicas de transformada de Fourier,
espacios de Sobolev, semigrupo de operadores y
algunas desigualdades Utiles que usaremos a lo largo
de este trabajo de investigacion.
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La demostracion de los teoremas y proposiciones
enunciados se pueden consultar en [A-B], [I-1], [LP],
[Me] y [MP2].

1.1. Transformada de Fourier.

Definicion 1. Si u € L* (RY), la transformada de

Fourier de u, se define como
e ] s 4 N
()= ——7f | e ®u(x)de
{Qﬁj”’ R"
!
paratodo®* € B donde
{.’1’, f} = xifl +.’1’2§'—2 + '"+xﬁ1fﬁ_
Proposicion 2. El operador
T LT (RT) o Coe (R™)
es una transformacién lineal acotada con

o —nf2
]l = < (2m) llzell ;1
Antes de enunciar la siguiente proposicion
describimos algunas notaciones. Un  vector
o= (05, 0, ., 05, € N es [lamado multi-indice. Si
x = (x1,®2,. -, cz.) € R™ escribimos
2= x i L xEn
Y & ee|
og

D™ (x) = —mrr—=ut(x)

By Bxg e By ,
donde || = + @, +...+ .
Proposicion 3.
1. Si u,v € L' (R™) y
ux vix) = f ulx —v)v (¥)dy

”" , para todo
* & R” &5 1a convolucion de U y v, entonces

."J -~

U * v ':lcE 2M :'n f &-J
2. Para todo == L' (®™) y todo multi-indice
a=ao,a,,..,a, tenemos

Dou (£) = (&)™ @ (€)
1 2
Proposicion 4. Si% € L (R")nL*(R")x € R"
entonces = = L= (R™) y
Izl 2 = ll2ell 22
2.2. Espacios de Sobolev H®:
Los espacios de Sobolev H®*(R), s € R miden la
diferenciabilidad de las funciones en L?(R) y son

una herramienta fundamental en el estudio de las
ecuaciones en derivadas parciales.

Definicion 5. Sea 5 € B Definimos el espacio de
Sobolev de orden s, denotado por H°® (R) como

H'(R)= {fc?’ CFF(E ( |£) L?[R}}
con ”“.52

Flloa = 17251, = fR (1+18)|F @) a

norma definida como

Teorema 6.
1. Si 0< s < t entonces H' (R) < H° (R)
continuamente.
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2. H* (R) es un espacio de Hilbert con respecto al
producto interno ¢-*= definido por

s = 7 Po= [ PHOTR= | (1+¢) 7T
R R

donde f- 9 € H*(R),

3. Para cualquier 5 & el espacio de Schwartz
S(R) es denso en H* (R).

[P = 1l
5. Si k € Z* entonces las

Il y X2 Moz 1l

ﬂ|_ son equivalentes.
Teorema 7.

normas

1
1. Si 727 entonces Hs (R) esta continuamente

contenido en C%(R), el espacio de las funciones con
k derivadas continuas que se anulan en el infinito. O

1
sea, si FEH(M® con *727% entonces
f e ck (R] vIIFfllx = C N FllL,
2. Si ° 5 » con p > 2 entonces H® (R) esta

continuamente contenido en LP (R), es decir, si
fEH (Rlyp=2

IFll, = 11£1ls

1 1

5= —-——
para 2 p,
2.3. Teoria de semigrupos.
En adelante X serd un espacio de Banach con norma
-1l
Definicion 8. Un semigrupo fuertemente continuo de
operadores lineales acotados sobre un espacio de
Banach X es una familia {W ()} ;=0 tal que
1. vt = 0: W (¢) € £(X)
2. W (0) = I, el operador identidad sobre X,
3. Vs, te[0,00) W (s+1t)=W(s)W(t)y

. ) e — W )
4. th_rg)'ll [tz =W (tg)x

Proposicion 9. Sea {W (t)};=p un semigrupo
sobre X. Entonces existen @ = 0¥ € =1 les que
W (£l = Ce™ paratodo t = 0.

Definicion 10. El generador (infinitesimal) del
semigrupo {W (2)}.z0 sobre X es la aplicacion
A:D(A)cX—X donde

oz =Wt .
DA)=qxeX: lim ————— emiste en X
t—0t £
y
- — W (¢!
‘—'1_1' — l]m Q
+—0+ t

es claro que D (A) es no vacio ya que 0 £ D(A). Un
hecho notable es que D(A) es bastante grande.
Proposicion 11. Si A es el generador de un

semigrupo LW (£)}:=p en X, entonces para todo
XED (A) tenemos que W (t) x € D (A) para todo t

%W (t)x = AW(T)X = W (T)Ax
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Proposicion 12. Si X es un espacio de Banach y
A: D(A) © X — X es el generador del semigrupo
{w [:t]}cgu sobre X, entonces para todo

@ € D(A) el problema de valor inicial

2 (t) = Au(t), t=0
w(0)=pesD(A),
tiene solucion Gnica
u € C ([0, +oo[ : D(A)) nct ([0, +o0[ : X)
dada por

u(t)= Wit e
2.4. Desigualdades Utiles.
Proposicion 13. Para todo t =R existen

c1 =1 (¥ e2(t) constantes positivas tales que
c{14+x)=14x"< (14 para todo
x = 0.

Proposicién 14. Sean & € L' ([a.b]). k(t) = 0
para todo ¥ € [2.8] ¥ .9 € C([a,0]) )¢ que

¢

ft)= g{t}l—f k(s)fls)ds, a<t<hb
o

entonces

I () L’-’.g{t]—/ k(s)exp [f k{:r']dr:| gls)ds, a<t<b

si g (t) = constante, se sigue en particular que

t
ft) < gexp f ﬁ:[::']d,s} , a<t<h
Lema1s.si- 2 Y7 S Y entonces
, . 1/2 12 i 1/2 1/2
0l zcmy < 20l0” 1900 < 2llolly” N8l
= s =t tal que

- entonces

Teorema 16.  Si
s=(1—-6)r+6t 60,1
1-8 |8
S .
Proposicion 17. Si © ~ 2 +lyt=1
existe Cs = C (5,1.£) = 0 5 que

Vo 2
[, 93e0)] < Co {10y [l + ey el ol

entonces,

2. Materiales y métodos

2.1. El Problema Lineal
Ahora consideremos el problema lineal asociado con

( (1 —ud2)du+ FEu+adlv=0
(1 — ud2) 8w+ abiu+dv=0

u(0)=¢

L v H]J:' =% (PL)

o en forma vectorial 8
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LU (t)+ MU (t) =0

r(0) =, PL)

donde L es el operador de.nido por
D(L)=H'(R),s€R

LU= (u— udtu v — ;:,831"]  U=(u,v)eH (R)

(3.1)
y M es el operador definido en (3.6).
Teorema 18. Si 52 0, entonces

L:-H (R)—=H"*R) ¢ un operador
lineal biyectivo y para todo V' € H*~* (R)
L~V () =k V(S

E(f)=—
donde R
Prueba. Es claro que L es un operador lineal. Si
U=(uwv)eH(R). 520 entonces usando
integracion por partes y la inclusién continua

A I e R

Julf g + 8 [[85u]_ = 20w, Bu),

Hlollg + 4 820, ~ 20 v.830),

a3 + 12 lull3 + 200 8ol 3_

2 20012 2
+lvllo—g + 6 ol + 2600l -
(3.3) :
como H' (R) — H*™ (R) continuamente y

. 5—1 a—2 i)

d. - ' (R) - H°(R) es un operador

acotado, tenemos
12 . 2 2 2 2 2
1E0ems < (14 ) (ol ol2) + 20 (ol 2y + Dol )

(1+2) (ol 2+ 20l + o1

1+l + o)

1% A

= C|U|E. <o,
entonces R (L) S H?(R)  Ademas, el

operador L es inyectivo pues ker (L) = {0},
Veamos la suryectividad del operador L, es decir,

. L 2a
mostremos que dado V = (w,v) € H** (R)
existe U = (u1.v1) € H” (R), En efecto, de
(v — 2wy, vy — udivy) = (u, v),
aplicando la transformada de Fourier respecto de la
gy

. _ o wm(e) =
variable espacial se tiene 1+uf™ y

~ v (£)
y 1 (§) = ——

1+ ul™ A,

5 ey - [B6) i‘(f})_ L e sy V6
Lig}_(H#fFH#tfz _1—;&5,2['l r\g].z,(f)l_H#f?.
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(3.4)
Vamos a probar que U € H7(R),
definicion de norma en H* (R} tenemos

1
T2 2 2
vl = E(Ik*ulg—lk*vlls)

L(HE (‘k

M ul 1(2 5 9
fR(H ) (@) +BEF) de.
1 1

7 = 2
Si0<u<1,entonces1+“£ “{1_€Jy

. 1 52
o1k <5 [ ()7 (a6 w10 &

Por la

? -
+[k©)3)

2
)

£112
= IVl <0

1 . 1
> 1o 1 TR H (148
y cuando ¥ = < se tiene - Iy
. . =2 1~ 1 Py . )
< [ (146)7 (RO = 7 s <o
De lo anterior, existe L~':H**(R)—H*(R) y
palra_IL € H*? (R) de (3.4) se tiene
LW () =k(£)V (&)
1

k(f)=——=
en donde 1+ put?
Teorema 19. Si S = 1, el operador lineal

L7148, -H* (R) — H™' (R) acotado, es
decir, existe C > 0 tal que

—1 T - T
||-E "EI.EL |Hs+1 = C| [" |H5 -

- (35)
Prueba. Si U = (u.v) € H* (R) entonces
-1 r2 _ e (|2 | E
12780 = ‘ . g+]+“f€3mb,a+]
= [eey™ e (e« )«
_ (1+£?] 2 s ) g
- / A 6126 (12 + (e e

Del mismo modo que en la demostracién del teorema
18 tenemos que

(1+£2}3+l _ {_]—52]
(1+p?)? w2 (1+€2)

s+1

s—1
=0 (1+£%)

-’
donde 13

2 2
L =1 porjotanto, como &~ < 1+ &% entonces

L8| < cf (1467 lfz(ur\g +[5 k,]|)
< C“f (1+8)" (ja )" + B E)P) at
. ;: C|L|H:-_] . .

como H (R)— H""" (R) continuamente,

queda demostrada la desigualdad (3.5).
Consideremos ahora el operador
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D(M)=H°’(R),scR

MU = (Fu+adiv,adlu+ ), U= (uv) e H*(R).
(3.6)
Teorema 20. El operador lineal M definido en (3.6)

-3

tiene rango R(M) contenido en H (R),
Prueba. Tenemos
M H (R) =R (M) =H"(R)pyes

que

|MU|fs = [8u+adlo|_ + adu+ 807,
= [&ful?_y+o® |80y + 20 (8u.80),_,
+a? [|8%u2_y + [|8%0 |, + 20 (83w, 80)
< (1407 (Il + 1012) + 20 (|03l 2g + 65113
(1+2) (2 + 1) + 20 ()2 + [2]2)
< (1+a) ( |+\1, )
= C|U|p <
asi que R(M)C HS_E (R),
Teorema 21, El operador
-I'M:H'(R)=H'R) con =1 gefinido

como multiplicador de Fourier por

—LIMU (&) = A(€)T (€)

donde
it ial?
= | 1+pE 1+ ue
A(g) al? &
1+ p€? 1+ pe?
genera un  semigrupo fu_ertemente continuo
{W ()} ;=0 sobre H ' (R)al que
(ST(t)+ S (t))u+(ST(t) -5 (t))v
ll:(t)U:l &0 Dt (57) ))e
2\ (5T(t) -5 (1)u+(ST(H)+5 (t)v
(3.8)

T —1
para todo U = (w,2) € H"" (R)  en donde

5= (£} son los multiplicadores de Fourier definidos
por

i

1+¢&
- -1 @

Ademés, cualquierasea ® € H*™" (R) 3 funcisn

Wo ()@ Ry — H™' (R)

es la Unica solucion del problema de valor inicial

(PL).

Prueba.

Si{t]b (€)= (e) on)E(8) = (1£al)

Como M:H'(R)—=HR) o
sobreyectivo y L~ :H!(R) — H*'(R)
pues® = L entonces L™'M H°'(R) -~ H™'(R),
Sea U = (u; v) 2 Hs (R), entonces por el teorema 19
tenemos
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-0

|-J_’._J 33u+a831'_ {13‘?1:—331) |-H,_1

= |L 15, 32u+a8?v aazu—ﬁz |H_]

< C | ,‘9.3“ + 8%, a8’u+ &) ||H=—3 :
L g—3 r 3
Usando la definicion de normaen H™ ™~ (R) ysus
propiedades obtenemos,
|L7'MU s < C[|u+ a0k

5_2 +C Ha@iu-f—azv‘-z

C(l1+a? (Hagunﬂ +H82v”2 )+4G,C\a?‘l( Fv)

2" /a2

1

)
© (1+a?) (Jull + [o12) + 200 82|, l620].,
2

o(1+a) (|l + o)

= C|Ulg-
Por lo tanto, L es acotado, entonces —L* es el
generador de un semigrupo (W (t)}.»g sobre
H ' (R).
Para demostrar (3.8), resolvemos el problema de
valor inicial (PL) tomando la transformada de Fourier
en la variable espacial, obteniendo el sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias en t,

1/

AU (£.4) = —L-'M (&)U (£,8)
U(£,0)=a(¢)
donde
- u(t) - 0
U(g.t)= “ y @)=~
v (t) (1]
Como los valores propios de A(§) son
.:3
AE(6) = = (1=]af)

y los vectores proplos asociados son

()

respectivamente. Entonces, si J es la forma candnica
de Jordan de A(&), obtenemos

o AT o )
c = 0 SA_[E:-t )

Por lo tanto
¢.t) =9 (&) = cetc'@ (§)
o ( 1 -1 )
donde 11/ Entonces
o M $ A TE TR _ AT %
UlEt=3 MO _ A0 N A ||

Definiendo S5V (€.1) = ¥ 5¥p (£), por 1a
proposicion 6.1 de [MP2], obtenemos (3.8) y la
Gltima afirmacion del teorema.

2.2. Buena formulacién local del problema (P).

El problema de valor inicial (P) lo escribimos en
forma vectorial
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LU (¢) + MU (t) +
U(0) = -

donde U = (u, v), ¥ = (Uo, vo), donde L y M son los
operadores definidos en (3.1) y (3.6), y

(e ) Ty
F(U(t) = : +ult)e” (t
w) = (T T )

En esta seccién demostraremos que el problema de
valor inicial (P) es localmente bien formulado en
H (R)sis=>1

Notemos que si U es solucion de (P), definiendo
Glr)=W({it—-—7)U(1)

donde {IW (t:]}czlj es el semigrupo generado por
[JL71M, teorema 20, y derivando el segundo

8. F (U (t)) =0

T obtenemos
W (t—T)U(r)+W(t—7)8:U(7)

miembro respecto de
Gy =
dr (n) =
= W(t—7)L7'MU (1)
+W (t—7) [-L7'MU (1) = LT'8.F (U (1))]
= —W(t-7)LT'8,F(U(r)).
Integrando desde 0 hasta t, tenemos

t
—G(0)=— [n (t—7)LT'8,F (U (7)) dr

Como G(0) =W (t)® y G(t) = Ut entonces U
es solucién de la ecuacidn integral

t
U[t}:ll'(t}tp—fﬂ'[t—r) L7'8,F (U (7)) dr
LU
(ED)

Por lo tanto, toda solucién de (P) es solucion de (EI).
Nos interesa saber si toda solucion de (El) es
solucion de (P), para esto, aplicaremos el teorema del
punto fijo de Banach.

Teorema22.5i P € H7 (R) con 5 = 1 existen
T=T 'r\”q) |H yuna funcion
Uec([0.T] H (R))
Unica solucion real de la ecuacion integral (EI).
Prueba. Para esto, si # € H* (R) cons =1y
0 T=>0yv R> 0 gefinimos

1) g < E}

U (&) =V () |-

sup ||V (t) - W (

E(T.R)= {L’ ec([0,7],H (R)):
(0,77

con la métrica

d(U, V)= sup

t=[0,77]
Es fécil ver que (¢ (T, R), d) es un espacio metrlco

completo. Para P € H” (R) fijo, definimos la
aplicacion © por

i

GL’{E}:II'[t}tD—f W(t-7)L7'8,F(U(7) dr, te[0.T],
L]

4.1)
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cualquiera sea U € E(T.R). Tenemos las

teorema 21, W(t—1) 9. F(U(2)) € H* (R) (aqo
siguientes propiedades de la aplicacion & definida 41 g
sogbres(T,F;{).p P que H (R}C H (R] De ahi que

. . . t
1. Cualesquiera sean T > 0 y R > 0, la aplicaciéon & . . U g . s
estd bien definida por (EI). En efecto, si ; Wult—7)F(U(r)) dr € H*(R)

¢ € H'(R Wi(t)® € H*(R) i tre e y por
(R) ent?_?f?ﬁ (%) . V) pues lo tanto ©OUIE) €eH(R]  cualquiera

por el teorema 21 H" [K) es el dominio del operador t € [0,T]

Lt M. Por otro lado, como ea e

ue) = [u(t],v(t}) € H(R) entonces, desde que H® 2. La funcion ©OU:[0.T71—H(R) e

; t o, T
(R) es un algebra de Banach pues < = 1 tenemos continua. Para  *o <10.7] supongamos - que

que w1, vPF1 up® y sus productos por escalares
pertenecen a H (R), de donde F(U (7)) € H* (R)

y L=a, . F(uD) e *** (R): por lo tanto, del

t = J-LE!',de esta forma

|leU (t) — oU (to)||i- [|W () @ — W (tg) P|| -

£
+ Hf W (t—7)L '8, F (U (7)) dr
o

to
+ f Wty — 7)) LT '8, F (U (7)) drH
a

= W () @ — W (o) P g

H*

£
+f W (t—7) — W (to — T)] LT '8 F (U (7))]| g d7

0

&
+f |W (t — ) LT 0. F (U (7)) || g5- d7- (4.2)

to

Por la continuidad fuerte del semigrupo de contracciones {W ()};~q tenemos

W (t=7) L0, F(U(r))|gq. < sup |[W(t—7)L7'8,F (U (7))
0<t<ty
-1 .
< sup [[LT 0. F (U (7)) e
{Iﬂtitu” Q)
< sup [F(U ().
0<t<ty
entonces
OU (t) —0U (tg)|lg-. = [|W(t) D — W (tp) ||

_f |[W(t=7) =W (to = 7)]|LT'8,F (U (7))|| . d7
0

+t—to| sup [W(t—7)L7'8F(U(7))|gq  (43)

D<tty

El primer sumando del segundo miembro de (4.3)

converge a cero cuando t—= 1ty por la continuidad
de la aplicacion "W (1) P - Ry — H'(R)
mostrada en el teorema 21.

Lo mismo sucede con el segundo sumando de (4.3)
por la misma razén y el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue. El dltimo sumando converge

trivialmente a cero cuando © — fo. Esto nos

demuestra la continuidad de ©L a la izquierda de
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t0. La continuidad a la derecha de t,, y de ahi la
continuidad de ©L7 en to, sigue de manera analoga.

13
3. Existen ly=h Hlp‘ﬂ Dy By =By |lI' ‘H

tales que la aplicacion © definida sobre € (Tp, Ro)
tiene rango R (©) contenido en € (Z0, Ra). Sean
Tﬂ = 0, -HI} = 0 y Lr'e (T, Ra 1.|,

entonces para 0=t= TD
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t
U () - W () g = f |W (¢ =) L7'8.F (U (7))|q. dr
0
t
< [1FOEe
0 (4.9)
Pero, . ]
IFU Ol = o5 [ @+ o @O+ 5 [0 (0 + o+ D a0 ()]
1
i—:7NMﬂW“+MHﬂW“+@+UhhMJMﬂM

y por la definicion del espacio [Tﬂ RD]
lu(T)l; = lle(7) = W (7) @l + [[W(7) |- < Ro + || P||g-
y del mismo modo

lo (T)ll, = Ro+ [[®llg- . (46

entonces

(4.5)

pt4 +1
FU (T .= —— (R D)
I [}||H—p_|_1{ o+ [[®]lg-) |

Luego, en (4.4) resulta

p+4

- . ; P
U (t) —W(t)P||g = =
18T (&) =W (&) @l = 2

(Ro + [|[®|gg. )77 ¢

4
= (Ro+ @ 52)7" To.

p+1
Rﬂ, = ||’[1‘||H5 ¥ Tﬂ =
Eligiendo 277l @ (0 + 4) | obtenemos

|0 (8) — W (£) @|g- < Ro
para todo te [D'= Tﬂ] . Por lo tanto,

sup ||©U (t) — W (t) @||g. < Ro
04Ty

de donde K (©) C & (Ty. Ro),
4. xisen 10 = D1l ®g:) > 0y B = Rl @) > 0 qies que 1a aplicacion ©-
£ {Tl ,R) — & [Tth} es una contraccion, Sean U = [ul o)y V= [uz,%‘?]‘.

[ev) () - (eVv) i) |a = _fu W(t—7)L7'8:F (U(r))dr

'|—ft”'r{t—T}L_lamF“'r[:T}}H dr
0 H-

[

H* dr

f wit—r7) L8, [F(V(r) - F(U (w)]]

fH“t—ﬂhs

CfHWH—ﬂmwFWhH—FWhmmH¢T
0

I

L7'8, [F(V (1)) = F(U(7))]| g d7

7

7

¢ [(NF (v (o) = F U (7)o .

Como,
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IF(V () = F U (7))l ge

sl LGRSO EEAORE SIOR
BT @) =T O+ e+ 1) (w2 (1) (1) —m (D ()|,
e A AR SO R 4Gl
g [ O =T O+ e D (DR @) D E @) @)
Estimamos

!

[/

[

[/

[

[

[/

[

[

+1 —+1 —+1 +1
B () =BT () + T (1) — o8 ()|

1

u¥ {,. P-O—l

;n+l (r) — p+l (r )”

Zul_- )2 (7)

P

St () ()

J=0

llzer () — w2 (7)],

+ |lva (7) — w2 (7)l,

5

5

Clwer (1) — w2 (Pl D Nl (PZ7 ez (712 + C llwn (7) — w2 (DI, D lloa (DIE |loz (7))
3=0 a=0

Cllu (7) — w2 (P, P _(B+ [ ®llg-)® + Cllor (7) — w2 (7). D (B + ||®]lgg- )"

=0 i=0

Clp+ 1) (R+2],)" (llwr (7) — w2 (7)l, + llen (7) — w2 (7))

Clp+1)(R+ |2 )NIT (1) = V(7T) g (4.8)
donde se ha considerado (4.5) y (4.6). Ademas

TP =BT () + (p+ 1) (w (7)o (1) — w2 () of ()|
I () — o () + (p+ 1) (a1 (7)o (7) —wa (1) o ()|
|7 ) =5 ()| + e+ 1) (w1 (1) F () = w2 (1) 2 (),
o7 ) =5 )+ @+ DI (1) = 28 (D, e (D,

+ (@ + 1) llur (7) — w2 ()L, 195 (I,

C vy (1) — w2 (DI, D llen (DE w2 (D12
=0

p—1

+C (p+ 1) [lor (7) — w2 (DI, D lloa (DIET o2 (7)1 llua (DI,

=0
+C (p + 1) [luz (7) — w1 (7)), w2 (D)

C oy (1) — w2 (T)II, D (R + | Plg-)”
Jg=0

p—1

+C e+ 1) lvr (7) —w2 (D), D (B + [|®]|gg-)7
J=0

+C (p+1) luz (7) — wr (7). (R + || 2]],)°

Cp(p+ 1) (BR+ [[®llgg-)” [llvr (7) — w2 ()], + w2 (7) — 2w (7)L]

Cp(p+ 1) (R+ [[®llgg- )" |1U (7) = V (7) || - (4.9)
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Por lo tanto, sustituyendo (4.7) y (4.8) en (4.6), obtenemos
IF(U(7))=F(V(7))|ge-1 = C(R+ | ¥||g )
de donde

oU (1) - oV (1)

U(r)-V(r)

H* (4.10)

a < O(Ri+ ¥yt

U(t) =V (t)||g
C (R + ||| )P td (U, V).

Eligiendo R= [ |H5 y tomando el supremo en [U- Tl] obtenemos
d(OU,0V)= sup |OU(t) -6V (t)|g < C (R +]d
0<t<Ty

we) Tid (U, V).

Como

C(R) +|¥|g.)  T) — 0 cuando T} — 07,

se sigue la existenciade T =T (k_kHs) 2 ]0; T1] tal que
0<A=C (R +|P)g)T <1

Asi, concluimos que

d {EIU, ev) < Ad [U_ 1} con 0 < A< 1.
y nos permite afirmar que lo que & es una contraccion.

Por el teorema del punto fijo de Banach, existe una Unica vee (T- -HJ cC ([D T] -H* [R” tal que
_BIT =17, es decir,

t
W (t)® _f W(t-7)L7'8,F(U(r))dr=Ult)
0

para todo = [D' T-.

A continuacion demostraremos que la funcién U obtenida en el teorema 22, solucién de la ecuacion integral (EI), es
la Unica solucién de (P).

Teorema 23. si P € H® iR; con 5= 1, entonces existen =T |¢'”H=] >0 y una funcién
U e c([0T].H (R)), &uc " ([0,T],H*(R))
(P).

Prueba. Dado @ € H (R), consideramos

i
U(t)=W(t) ti*-f W(t-1)L78,F (U()) dr.
0

con tales que U es solucidén del problema

t
Up(t) =W () y Up(t) = / W(t-7)L7'8,F (U(r)) dr
0

Hagamos Luego, por el teorema 21, UL (%) es solucién del

problema lineal

LAUL (¢)+ MU, (t) =0

Uz (0) = &.
y Up (t) es solucion de
LaUp (t)+ MUp (t) — 8,F (U (¢)) =0
Up {EI,:' =0

En efecto, es claro que Up(0) = 0. Sea h > 0, entonces
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r B T r pt+h
Uplt+h)—Up(®) _ 1 f W (t+ h — 1) LTY8,F (U (7)) dr
h R/ ' .
T
_f u-‘{t—r}L—‘axF(U{T']}dr]
o
1 B &
= f W(t+h—7) L7 8, F(U (7)) dr
Lof O
t+h
_f Wi(t+h—7)LT'8.F(U(7))dr
tt
_f u-'{t—r}z—‘.axF(U{T']}dr]
o
1 T
— Ef (W(it+h—7)—W(t—7))LT'8,.F (U (7)) dr
o
-l -

+3 Wit+h— 7))L '8.F (U (7)) dr
tJe

T
_ %f (W (h) =)W (t —7) LT '8, F (U (7)) dr
o

-
Wit+h—7)LT '8, F (U (7)) dr

+5 /.
W(kh)—1TI [*
= ':“75'/ Wit— )L 8. F (U (7)) dr
R o '
t+h
+4 Wit+h—7)LT '8, F (U (7)) dr.
T Je

Tomando el limite cuando & — 07, usando propiedades de limites y el teorema del valor medio para integrales de
Bochner en el intervalo [£:t T 1] con cr € [t 2+ h], resulta

t
g Up () = —L—]Mf W (t—7) L7 8. F (U (7)) dr + LT18,F (U (¢))
0

= —L7'MUp(t)+L7'8.F(U(1)).
Para h < 0, procediendo de manera similar, se obtiene que
8, Up(t)=—L 'MUp (t) + LT'8,F (U (t)).

Entonces, 8, Up(t) = Sf—'_UP rtj’ asi que

8,.Up(t) = —L™'MUp (t) + L7186, F (U ().

Por lo tanto, Up es solucidn de la ecuacion

LaUp (t) + MUp (t) — 8,F (U (t)) = 0.

Asi, U =Ur — Up e solucién del problema de Cauchy (P). En efecto, tenemos
La,U (t) = LoUL(t)+ Lo Up(t)

= —MUg(t) + [MUp (t) — 8.F (U (¢))]

= —M[UL(t)—Up(t)] — 8:F (U (t))

= —MU(t)—-9,.F(UI(t)).

Ademas U (0) =Ur(0) —Up (0) =@
Veamos que vec ([D, T- L H* ':H:'} con QU eC { ﬂﬂ , H iRﬂ. En efecto, por lo mostrado en la
primera etapa de la prueba del teorema 22 y la forma como se define, L7 = ©L7, tenemos que

vec [ [Dﬂ ,H* [R”. Por otro lado, dado que U es solucidn de la ecuacion diferencial en (P), tenemos

8U (t) = —L7'MU (t) — L7'8,F (U (t))

y hemos mostrado en la primera etapa de la prueba del teorema 22 que L~'MU (t) € H* (R) y
—1 ‘T % = % e 2

—L7 9:F(U(t)) € H*(R) |5 cual nos indica que SU (£) € H (R) por el Teorema de
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Inmersién de Sobolev, se cumple H*(R) — Cgc. (RJ', de ahi que U eC ([D,T_  H* ':R.]}. Es
¢ (T.R)

claro que obtuvimos existencia local, pero la unicidad vale solamente en y no

L] 3 )
en ¢ { [ﬂ- T] -H ':RJ' ] Para esto, asi como para obtener la dependencia continua con respecto al dato inicial,
vamos a probar el siguiente resultado.

Teorema 24. Sean TV EH* (R) oon s =2 1. T >0 y UV € C([0,T],H* (R)) gjuciones de

) ) ny i = ld — cT
(P) tales que U0)=a y V(0) =" gntonces U (t) = V()| H® — @ —W |H-’ € (4.11)
para todo S [':"r T].

Prueba. Debido al teorema 23, existen Ta >0yTa >0 ges que Uec|( [ﬂ'- T"’] -H*(R))
satisfacen

¢
Ut)=W (t)d — f Wit—r) L8, F (U (7)) dr
0
y
¢
V() =W (t)w —f Wi(t—7)LT'8,F(V(r)) dr
0

para todo £ € 0.7 giendo T = min {Ta. T || Entonces,
t
T =V (g = |[W(E)D—W(t) Vg —fu (W (t—7)L7'8, [F (U (7)) = F (V (7))]|| - d7

t
@ = Wl + [ IF@ () = F (V (7)) s - (412)

0

si U= (w. 1*‘I]'y V' = (u2.v32) comoen (4.5) y (4.6) tenemos

w (D), < 2[j@], < 2N

donde ¥ = max el - 1w} y del mismo modo

| L (T}”.s E E‘HJ: | Ug I:;T]| ] i 2N ¥ | Uz (T;:I”.s E 2N.

Procediendo como en (4.7), (4.8) y (4.9)

F (U (7)) = F(V (7))l ggees

1 1, . . .
p+1 ‘“T Hr) =T () + o (1) =T (1) ls—1
1 LN p i p \ * i "
T ""’TH(T]_”; ")+ e+ 1) (wn (7)o (1) —ua () 08 (7)), .

ZNPCs (|l (1) —ua ()], + llor (7) — w2 (1),

+ llvr (7) —va (7], + llue (7) —wa (7)]l,)

< P (p+1) NPC, U (1) = V (1) g
Luego, sustituyendo en (4.12),

t
Ut) =V (t)|lgge < ||® — W3q. + 2°TINPC, U(7) =V (7)|lg- dr,

e H f 7) Tlle
Usando la desigualdad de Gronwall se tiene

| [’T [t;ll - 1".- I:Lt]”]—]s _ |<I} - w' H- EXp {2p+l*hrpcst}

|<I=‘ — 111"| He ECI,
lo que prueba el teorema.
Corolario 25. si P € H°(R), 5 = ‘1' existen T=T| |<I=~||H=] =0y UE€ Cf[D,T] JHE(R))

con eU € C([0,T].H° '::R.]J', anica solucion de (P).
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Prueba. Consideremos dos soluciones U y V del problema (P), con datos iniciales vo)=o= V(0), Entonces,
en (4.11) tenemos

U=V (@)l < @ =g =0
para todo t |0, T] . Asi queda probada la unicidad local.
2.3. Buena formulacién Global del problema (P).

En el teorema 23 y en el corolario 25, hemos visto que si ¢ H (R) con § = 1, el problema

LU (t) + MU (t) + 8. F (U (t)) =0

Uvo)=<+
tiene Unica solucion local Bona y J. Mahomy [B-B-M], demostraremos en el
U e c(0,T].H(R)) g la primera parte teorema (29) la dependencia continua de la solucion

respecto del dato inicial.
3.3.1. Existencia y unicidad de la solucion Global.
Iniciamos esta primera parte notando lo siguiente.

- Proposicion 26. Sean ® € H* (R) con s = 2,
g = Q; para esto, mostraremos en la proposicién y U solucion del problema (P) definida sobre [0, T].

F{- ¢ Entonces
(27) que |L ! -t]”H’ es acotada en [0, T]. Luego,
en la segunda parte, usando la idea de T. Benjamin, J.

- 2 ) 2
1T @)} < € (w) @3
tel0,T]

de esta seccion, para el problema no lineal (P)
mostraremos que tal solucion se puede extender a una

solucion global siempre que P € HF (R) con

para cada
Prueba. Para e [D' T] tenemos

(U (t), LU (t) + MU (t) + 0. F (U [f:']]I}L: =0,

de donde

(U (), LA (¢))g2 + (U (t), MU (t))p2 + (U (t) ,0:F (U (t)))p2 = 0.
Pero

U (#). LU (£))y2 = 2{U (£) . 8LU (£))y2 = 2 (U (£) . LA (£))y5 . 5.4
7 L) )L WU \t)L \ \Z) (9.-2)

i

(U(t). MU (), = ((w.v),(85u+adlv,adlu+8v)), ,

’ 3 3 IR
= (u,dyu+ aﬂgv}p + i':?_,'. ad,u+dLv) .

h T ¢ 3 4 y T 4 f %
= (u,88u);. +a(u,8v) . +a(v,8u);, + (v,80),,

¢ 2 /o3 \
= O0t+aludw), —aldvu),,+0

— 0 (5.5)
y
(Ut).F(U(E))p: = ((u,v),(v0u+ vP0,v. 70,0 + 8, (uv?)))y.

= (u,u’Ozu+ vPOhv) 2 + (v, v"02v + Oz (uv”)) 2

= (W, 8pujps + (u,078,0) 12 + (v, 078,v) 12 + (v, 8z (w”)) 1

= 0+ {1{_ L'pamﬂ:'L:! +0— {axv~uup}L:

=0 (5.6)
donde hemos usado
(u, 0P 8u) 2 = (W Bpu) , = — (8P u) , = — (p+1) (WPB,u,u);.
de donde

(u,uPdzu)r: =0
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y del mismo modo (v, vP0v) 72 =0,
Reemplazando (5.4), (5.5) y (5.6) en (5.3) obtenemos

d .

Integrando la Gltima expresion, para te [U':- T], resulta

t
o _ , . -

f..-. — (U (). LU ()2 = (U (8), LU ()2 — (2, L)y

Pero

(U@#),LU #)gz = ((w,2), (u— pdlu,v — pd2))p,

5 ' 2
- o{(rwitye (et o (o)t (i),
- C (ji}},__ iﬂ.-}ﬁ +C <}i'ﬁ_ 31}';>L2

= |7 + o7

= Jlull} + lloll}

= w3
donde se us6 que para todo £ = 0 y cualquier fER se cumple que 1+ '“’EE =C (1 T ‘EE)
También
(@, Ld);, = ((0.v) (v — udle, v — udiv)),.

2 b 2l 2o
— (oo — ) + (90— BE)

= (& (1+r12)8)  + (% (1+ulP?)¥)
L L=
< w((1+17) 2 (14 19) 2) +u((1417)T0 (1+19)79)
— w(Fe ) +u (T
r? L?
3 2 a2
= w7702 + 177¢12)

= ull®)z-,

dondeusamos: 1 —|—.ILL£2 _ .iu—i_#gz = .'u‘ {-1 +‘E?:I _ .Iu' {1 +€2} Ei P’LE -l } ) :'_ 1
£
d :

f — (U(r), LU(r))2 =0
Entonces como /0 &7 resulta (5.2).
Proposicion 27. Sean P € H° (R), cons = 2 y U la solucion del problema (P) en [0, T].
Entonces | U ()52 es acotada sobre [0, T].
Prueba. Para ¢ € [ﬂ- T] tenemos
(LU (t), LE:U (t) + MU (t) + 8. F (U {t}}}Lz =0,
entonces
(LU (£) . L&U (#))ga + (LU (£) . MU (#))ga + (LU (), &.F (U (£)))g2 = 0 67)
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pero
d o . . , .
= ILUIL = — (LU (8) . LU (£))g2 = 2(LU (£) . 8LU (£))2 = 2 (LU (£) . LU (£))y2 .
asi
1

(LU (t) . LU (t)yy2 = —— || LU
! ( JIJ at ( })L' Edt ” ||]:.|2 (58)
también

(LU (), MU (t)) g2

= ((u— p&u,v—pdv), (83u+ adlv, adu + &v) .2
= (u—pdu, Fu+ aé‘gv}ﬂ + (v — ndv, adiu + E}SE}>L2

Y

= fu33u> 2+a<u._8§’u> z—p{:ﬂzn 32 u) —;La{:ﬂgu._ﬁgi:}zz

Y F 5
+a (v, 83u) U)o + (v, BLvJ,L-_. m{a% 8w U) 7 ,{L{Eﬁu,&iu:}p
fitss {Siu,agi::}ﬂ + & {L E}gu:}ﬂ — pa (5‘21. H‘Eu}Lg

= czfu & v;Lz

= a {:u._ Smt.-’, 12 — MO {Bgu,agv}ﬂ —a {ng H}Lg + pa {3‘31, Bgu}Lg

= 0 (5.9)
y
(LU (¢}, 8. F (U (t)))2]
= |r’ u—paub—yaz} (v O u + vP v, v v + 9, (uv® }>L2|
< Hu—,u;cr:}u wP8ru + vP0,v) 4 |<t:—,u,3rv._vp 20 + Oz (uv?)) .|
< ||u — pazu”p ||uPBpu + vPELv|| 2 + ”'L- — pﬁiv”p |[vPOpv + Oy (uv?)|| 12
< (”n — ﬂ&ZHHLz + || uP 8z + v 3m‘U||L2)

+§ (”v — #ag'lian + ||[vP8v + B2 {mﬁ}”iz)
< lu— pd2ul 70 + [0 — 1820||;a + [0 ot + 0P 8w 32 + [078,0 + B2 (wd?) 72

= |LUlf: + |18 F (U) |z (5.10)
reemplazando (5.8), (5.9) y (5.10) en (5.7) se tiene que

1d 2 9
LU||lz2 = ||LU |52 + ||8:F (U7 t] 7

gdtn 32 < [|IZU |32 + [|8=F (U (£))]3, 611

omo

18, F (U (22 = [uP8pu+ 178,02 + |vP8,v + 8, (ur®)|| 2,

= |uP8eul|32 + ||vP 00|32 + 2 (wPBeu, vPE0) ;2
+[[vP 8072 + (|82 (we®) (|72 +2 (78,0, 8, (ww?)) 2
P Beul|72 + 2 ([P 82272 + 2 [[w?Beuel| 12 [[0P8:v | 2

+ 192 (w22 + 2 [[vP 80| 2 |82 (ww?) || 2

pero, usando la proposicion 26, se sigue que
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||

analogamente

2 2 711 2p+2 2p+2
flul P 18xul” da < |Jull 2 [18zullze < [lull? ]} < U < € |l@fE,

2 2p+2
[2#8zv||2 = C ||| g

Yy

i - T T +1 .- +1
18z (wv®) || 22 = [lwv®|ly < [Jully - |lolly = [Tl UG = U7 = Cll®llg

por lo tanto

18.F (U (1))} < C||®) 7

luego, reemplazando (5.

1d
LU
57 UL

(5.12)
12) en (5.11) se tiene que

: < || LU|z2 + € || @Iz

mtegrando deOat, para te [':|I T] , obtenemos

5 (IZT @R

equivalentemente

IZT (#)lg2 < IIZ

||L¢||Lz f |LU (7)|[32 dr + C || @[22 ¢
Hst

£
8|2, + 20T ||@|| 22 1 2 f |LU ()] 22 dr
0 (5.13)

aplicando la desigualdad de Gronwall en (5.13) se tiene

IZU ()l

[

Por otro lado

|ILU

Luego de (5.14) y (5.15) resulta que

1T ()l < CeT

£
(||DI-||? +20T ||¢||2?+2) exp (f Ed:r)
0
(||DI-||? +20T ||¢||2?+2) exp (2t)

- 2T
Ke™ . (5.14)

I|(u— udu, v — ,u;:'}gv} ||i.2

[ — pd2ul72 + ||v — no2o ;.
2

f|ﬁ[~‘;’]—ﬂé‘£u{£]| df +

R

f{1+,u 2)* [a ()| tﬂf+ff +u)* [5(6) a¢

cf 148 a (e, ) d:;'+cf (1+8)" [0 (&8 de

R
Cllu (8) | 7= (ry + € 1w (8) | 7= my

a2 :
| T (t}”HﬂR}-- ':5-1511

2
f© — ko (§)| a

Como la norma ”U”H! no crece con el tiempo,

podemos extender la solucién del problema (P) a
cualquier intervalo de tiempo [0, T] en un ndmero

lo que prueba que I ()22 s acotada sobre [0, .nito de pasos, como lo mostramos a continuacion:
L Sabemos por el teorema 23, existe U solucién del
Teorema 28. Si P € H(R) para 5 =2, problema (P), en efecto, sean t y h tales que
entonces existe una funcion t.t+h € [0.T] sionces

U e C' ([0, +o0],H* (R)) gnica solucién del

problema (P).
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U (.t + h) — U (2.8) || g
< W (£ +R) = W (£)] ||

t+h i
+ f Ii'(t—|—h—r}L_'EirF{U[r}}dr—f W (t—r)L7'8,F (U(r))dr
0 0

H#
t+h

Wt +h—7) L8 F (U (1)) dr .

< ||[Ii'(t+h}—il’[t}]lb|H_,—f

t

t
+ H[n-' (h) — ij W(t—r) L7 '8.F (U (r))dr
0

H:=
Luego

|U (2.t +h) = U (2,4)||g- — 0.

cuando h — 0. En consecuencia & € € 'l['D T[- H* iRU y puede, por lo tanto, ser extendida a [0, T]. Ahora
consideremos el problema

L3,V (t) + MV (t) + 8, F (V (t)) =0

Viz,0)=U(z,T), )
por el teorema 23, existe T*> 0 y una Unica Vedc {[D, T‘] H* (R)) satisfaciendo (P’), definimos
Uz, t) ,0=t<T
U(z.t) =
Vie,t-T), T=<t<T+T"

observemos que U0)=U(0)=2 yU(T)=VI(0) =D =U(T), Usatisface las condiciones
de (P.), de donde

LAU + M3,U + 8,F (ff [t}) — 0,

si t €0, TTUI0, T ademés debido a la continuidad de ¥ (- %) €n [0. 77 tenemos

U(e.T)-U(z,T—h) _ U(z.T)-U(z,T—h)
h B h
7 Vb — T RV« T
_ wme ;1 (T—r% —%f W (T —7)L™'8,F (U (7)) dr
i 0

1 T—h
+E/ W (T—h—1) L 8,F(U (7)) dr
0

W o
_ wn)? lh;t‘ R) g WL ;;) I
1

T—h
f W (T = 7) L'9,F (U (r)) dr
1]

1 T
__f W(T —7) L7'8.F (U (r)) dr.

hJrn
Tomando el limite cuando h — 0%, usando propiedades de limite y el teorema del valor medio para integrales de
Bochner en el intervalo L — 1= T] con Cp € [T — k. T g,
. T
&SU(T) = —W(T)L™'M® + L—JMf W(T —7) L8, F (U (7))dr — L8, F (U (T))
0

T
= —L'M [u-’[r'm»—f W (T —7)L™ '8, F(U(7))dr| — LT'8.F (U (T))
0

= —L'MU(T)-L™'8,F(U(T)).
Para h <0, procediendo de manera similar, se obtiene que
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8 U(T)=—-L'MU(T)-L'8,F(U(T)).

Entonces 9 U (T) =0, U(T) , asf que

Sffs" (. T) + L_]M_'Smﬁ (z,T) + L8, F (Er (fﬂﬁT}) = 0.

Esto muestra que U puede ser extendida como
solucién de (P) al intervalo [0, T + T7].

2.3.2. Dependencia Continua de la solucion
respecto al dato inicial.

Segan el teorema 23, si @ € H® para ¢ = 2,
para cada T > 0 existe wuna funcién

U € c*([0,T]L,H*(R)) Gnica solucion  del

problema (P) con dato inicial % Esta observacion
nos conduce a la dependencia continua de la solucion
respecto del dato inicial, como se muestra a

continuacion.
Teorema 29. Si @ € H® para ¢ = 2 |a tnica
solucion U e ([0, +o0[ ,H? (R)) gel
problema (P) con dato inicial '#’depende
continuamente de ¥, Es decir, si {tI'“}nE?\_ es una
de donde se sigue (6.1).

3. Conclusiones

Como hemos visto el problema de valor inicial (P) es
bien formulado localmente y globalmente. También
una pregunta importante que se debe responder en el
estudio de (P), esta relacionado con el omportamiento
asintético, que consiste en estudiar si es que la
solucién global del problema (P) decae o explota
cuando t — +%, la respuesta a esta pregunta es un
poco extensa, por lo que, la diferimos para otro
trabajo de investigacion.
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