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Resumen 

 

Dada una acción diferencial afín 
mmAff CCR )(: , tal que para todo 

 )(),( RAffts , 

)(),( zts  pertenece al grupo de automorfismos de   . Se sabe que esta acción asocia dos campos diferenciables 

X  e Y , R completos que están relacionados por el corchete de Lie mediante la relación  YYX ],[ . 

Usando la estructura casi-compleja de   , se definen los campos JX , JY y luego los campos  ̃  
 

 
(   J  )  e   ̃   

 
(   J  ) en   . 

Se resuelve el siguiente problema: Si YJYJX ],[  con X
~

 cuyo flujo es periódico de período 2πi, entonces 

 ̃  
mmAff CCC )(  dado por  ̃(   )         , es una acción holomorfa afín. 

Palabras claves: Acción diferencial afín, campos vectoriales R -completos, corchete de Lie.  

 

 

Abstract 

 

Given an affine differential action 
mmAff CCR )(: , such that for all 

 )(),( RAffts , 

)(),( zts  belongs to the group of automorphisms of   . It is known that this action associated two differentiable 

fields X  and Y , R -complete than are related by the Lie bracket by the relation YYX ],[ . Using the 

quasi-complex structure of   , fields JX , JY  are defined, then the fields campos  ̃   

 
(   J  )and 

 ̃   

 
(   J  ) are defined in   . 

Solves the following problem: If YJYJX ],[  with X
~

 whose flow is periodic of period 2πi, then  ̃  

mmAff CCC )(  given by  ̃(   )         , is a holomorphic affine action. 

Keywords: Action differential affine, R -complete vector fields, Lie bracket. 

 

 

1. Introducción 

Este artículo está dedicado a encontrar condiciones 

necesarias para que una acción diferencial afín sobre 

una variedad compleja induzca una acción 

holomorfa afín. La importancia de este trabajo 

radica en el hecho que se pueda conectar campos 

diferenciables  con  campos  holomorfos  y  usar  

 técnicas para resolver problemas de uno o del otro 

lado. 

Una acción diferencial afín es una acción diferencial 

MMAff )(: R  del grupo 
)(RAff  

sobre una variedad diferenciable M . Se sabe que 

esta acción asocia dos campos R -completos y que 
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e

están relacionados por el corchete de Lie mediante la 

relación YYX ],[ . Esto implica que podemos 

definir u a foliación diferencial de codimensión 

2dim M . Cuando M  es una variedad compleja, 

se puede usar la estructura casi-compleja de M , J , 

para definir campos JX  y JY  que no 

necesariamente son R -completos. Cuando ),( ts  

pertenece al grupo de automorfismos de M  

(denotado por )(MAut ), los campos X  y JX  

son conmutativos (lo mismo para Y  y JY ). Los 

campos  ̃   

 
(   J  )  e  ̃   

 
(   J  )  son 

holomorfos pero no son necesariamente C  

-completos. Se puede definir una aplicación 

multivaluada  ̃  MMAff )(C , dado por 

 ̃ (   )   ̃   ̃   , para todo s, t AffC. La 

contribución en este trabajo es el siguiente resultado: 

Sea   
mmAff CCR )(  una acción 

diferencial afín tal que  (   ) Aut )( mC , para todo 

 )(),( RAffts . Si YJYJX ],[  con X
~

 cuyo 

flujo es 2πi periódico, entonces  ̃  s una acción 

holomorfa afín.  

 

2. Materiales y métodos 

Preliminares 
En esta sección se enuncian las definiciones y 

propiedades que se usarán a lo largo del trabajo. 

 

Campos vectoriales diferenciables en 
mR . 

Para cada ),,,( 21 mxxxx   en 
mR , 

consideremos la base canónica },,{
1 mxx 



   del 

espacio tangente 
m

xT R , que por definición es el 

espacio vectorial 
mx R}{ . 

Definición 1  Un campo vectorial diferenciable X  

en un abierto U  de 
mR , es una aplicación 

diferenciable que a cada punto x  le asocia un vector 

tangente X (x) de 
m

xT R . 

Es decir X  es: 

X X1


x 1

Xm


xm
,

 

donde mXX ,,1    son funciones diferenciables en 

U . 

Asociado a X  tenemos el siguiente sistema de 

ecuaciones diferenciales  

)(xX
dt

dx
  

(1) 

Teorema 1  (Teorema de existencia y unicidad)  

Para el sistema anterior se verifican: 

1. Sea      un conjunto abierto. Para cualquier 

    existe un intervalo abierto    (     )  
 , y una función diferenciable         tal que 

  ( )   , y 
 

  
  ( )   (  ( )) 

                   
2. Si existe otra solución local    

    
    de   

en  , entonces    y    
 coinciden en      

 . 

 

Demostración.-. Veáse en [7, pp. 17] 

La función UI xx :  es llamada solución local 

de (1) que pasa por x . 

A partir de este teorema se verifica lo siguiente: para 

cada Ux  existe una única solución 

UI xx :  con la propiedad de que cualquier 

otra solución UI :  de (1) satisface xII   

y Ix |  . La solución x  es llamada solución 

máximal de la ecuación (1) que pasa por el punto x . 

En este caso el intervalo máximal se denotará por  

))(),(( xxI x  . Las funciones 

),0(:)(),(  Uxx  son semicontinuas 

inferiores. Si )(x  para algún Ux  

entonces )(tx  escapa de cualquier conjunto 

compacto en U  cuando t  tiende a )(x . 

Similarmente, si )(x  para algún Ux  

entonces )(tx  escapa de cualquier conjunto 

compacto en U  cuando t  tiende a )(x . 

El conjunto )}()(:),{( xtxUxt   R
 
es 

llamado dominio fundamental del campo X . En este 

conjunto se define la aplicación diferenciable: 

)(:),(),(

:

txtxt

UU

x









R
 

y satisface lo siguiente: 

  xx ),0(  para todo x  en U , y 

  ),()),(,( xstxst  , donde quiera 

que ambos miembros estén definidos. A   

se le denomina el flujo del campo X . En 

adelante se denotará   ).,( ptpX t   

 

Definición 2 Se dice que X  es un campo R 

completo si en la definición anterior  U R .  
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Definición 3  Sean   y   variedades diferenciales y 

 ,   dos campos vectoriales sobre   y   

respectivamente. Si   y   son dos puntos de   y   

respectivamente, se dice que   e   son localmente 

conjugados en   y   si existen dos conjuntos abiertos 

  ,    ,    ,     y un 

difeomorfismo       ,  ( )    tal que 

   ( | )   |   . 

 

Teorema 2 (Teorema del flujo tubular) Sea   un 

campo vectorial diferencial sobre la variedad   y un 

punto     tal que  ( )   . Entonces   es 

localmente conjugada en   y      al campo 

constante 
 

   
 . 

Para la prueba véase [7].   

 

Definición 4  Sean   y   variedades diferenciales y 

      un difeomorfismo. Si   es un campo 

vectorial de clase    en  , se define un campo 

vectorial   ( )  en   de la misma clase dado por 

  ( )( )      ( ( ))   ( ( )), para todo    . 

 

Definición 5  Sea X  e Y  dos campos en M . 

Fijando un punto Mp  y otro punto Rt , el 

vector  

 )())(())(()( pXYpXDXpYXtv tttt  


, 

es tangente a M  en p . 

 

Definición 6  El corchete de Lie de   e   es un 

campo vectorial [   ] definido por  

. todopara,|)))((()](,[ 0 MppYX
dt

d
pYX tt  



 

Lema 1 Sea          una carta local. En esta 

carta local se puede expresar   ∑   
 
   

 

   
 e 

  ∑   
 
   

 

   
. Entonces [   ]  ∑   

 
   

 

   
, donde  

ci 
j1

m

aj
bi

x j

bj
ai

x j

.

 
Para la prueba véase [1].  

 

 

Proposición 1  El corchete de Lie tiene las siguientes 

propiedades 

1. [  ]  es bilineal: [         ]   [    ]  
 [    ] y  

[         ]   [    ]   [    ]  donde   y   

son constantes.  
2. [   ]   [   ]. 
Para la prueba véase [1].   
Las definiciones y resultados precedentes se pueden 

extender si se cambia 
mR  por 

mC  y campos 

diferenciables por campos holomorfos. 

 

Campos vectoriales diferenciables en una variedad 

compleja 

Sea X  un campo vectorial diferenciable en una 

variedad compleja M  de dimensión m . Sea 

MTMTTM )1,0()0,1( C  la descomposición 

usual del complexificado del fibrado tangente a M . 

Denotemos por TMTMJ :  el operador de 

estructura casi-compleja inducida por la estructura 

compleja sobre M . Entonces se tiene un isomorfismo  

MTTM )0,1(  dado por    ̃   

 
(   J  ). 

 

Definición 7  Diremos que un campo vectorial real   

sobre   es holomorfo si X
~

 es holomorfo. 

Si X  es holomorfo, se considera la ecuación 

diferencial asociada a (1): 
  

  
  ̃( )  ( )    . 

La ecuación anterior es equivalente al sistema de 

ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales 

.)0(,),(),( 0zzistzJX
ds

dz
zX

dt

dz
  

 

donde 
 

  
 

 

 
(

 

  
  

 

  
). 

Se verifica 

[  JX ]  [ ̃   ̅̃   ̃    ̅̃]     [ ̃  ̅̃]     (2) 

esto es equivalente a 

  ̂     ̂     ̂    ̂    ( ̂  ̂)  R  R   

Por consiguiente los flujos de los campos X  y JX  

son conmutativos. 

 

Definición 8  Un campo vectorial real   es   

-completo si X
~

 es   -completo. 

Si X
~

 es  -completo, el flujo de X
~

,  ̃    ( )  

     ( )        ( )  existe para todo Mz   y 

para todo       . 

Un campo vectorial X
~

 es  -completo si y sólo si 

X  y JX son  -completos. 

 

Acciones afines reales sobre una variedad 

diferenciable 

Denotemos por )(RAff , el grupo de Lie de 

transformaciones afines con la composición de 

funciones afines. Un elemento )(RAfff   es 

definido por tsxxf )( , donde Rts,  y 

0s . Dados )(, RAffgf  , 11)( txsxf   y 

22)( txsxg  , la composición 

12121)( ttsxssxgf   es también afín. 

Algunas propiedades de este grupo son: 

1. Es un grupo de Lie de dimensión dos, con dos 

componentes conexas, denotados por  
)(RAff , 
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)(RAff  y definidos por 

}0:)({)(  sbsxxfAff R

}.0:)({)(  sbsxxfAff R  

2. 
)(RAff  no es abeliano, esto implica que no es 

isomorfo a .2R  

3. 
)(RAff  es difeomorfo a 

2R , esto implica que 

es simplemente conexa. 

 

Sea el grupo ),,( 0 RR   donde la operación   está 

dado por: 

 todopara),,(),(),( 121212211 ttssststs 
 

.),(),,( 02211 RR  tsts
 

 

El elemento neutro es )0,1(  y el inverso de ),( ts  es 

),(),( 11

s
t

sts 
. Además es un grupo no abeliano y 

es isomorfo a 
)(RAff . 

 

Definición 9  Sea G  un grupo de Lie diferenciable 

con una operación   y M  una variedad 

diferenciable (o una variedad compleja). Se dice que 

MMG :  es una acción diferenciable del 

grupo G  sobre la variedad M  cuando   es un 

mapeo diferenciable y satisface las siguientes 

condiciones: 

i)   (   )    para todo ,Mp  donde e  es la 

identidad de .G  

ii)  (       )   (    (    )) , para todo 

Ggg 21,  y para todo .Mp
 

 

Definición 10 Una acción diferenciable 

MM  )(: 0 RR , del grupo RR 0  

sobre una variedad diferenciable (o una variedad 

compleja)   de dimensión por lo menos tres es 

llamado acción diferencial afín. 

 

METODOLOGÍA 

Caracterización de acciones afines reales sobre una 

variedad diferenciable. 

En las dos proposiciones que siguen se da condiciones 

necesarias y suficientes para que una acción de clase 

diferenciable,   (     )     , sea una acción 

diferencial afín. 

 

Proposición 2 Sea   (     )      una 

acción diferenciable afín. Entonces existen campos 

 -completos   e   tales que: 

1. [   ]   [   ]. 
2. Si    e    denotan los flujos de los campos 

  e   entonces  (   )         . 

Demostración: Como      0,,1, stts  , y siendo 

  una acción se cumple 

    )0,(),1(0,,1),( ststts    . 

Luego se puede asociar dos acciones, una en 0R  y la 

otra en R  sobre M :  

 

)(),(

:

)(),(

:

),1()0,(

0

ppt

MMy

pps

MM

ts 

 







 RR

 
 

Luego se tiene dos campos  -completos: 

,|)()(e|)()( 0),1(0)0,( 








 ttse

z
t

zYz
s

zX s 

 

que satisfacen la relación YYX ],[ . En efecto:  

).(|)(|)(

|))((|))(())((

0),1(0),1(

0)0,(),1()0,(0

pYep
dt

d
ep

dt

d

p
dt

d
pXYX

dt

d
pYX

s

tt

s

tte

tetetstss

s

ss























 

 

 

Luego 

).(|)(|))(()](,[ 00 pYpYepYX
ds

d
pYX s

s

ss  







 

De otro lado 

     

  

 .),(

)0,(),1(

)0,(),1(ln ln

p

p

ppXY

ts

st

etst s

















 
  

 

Lema 2 Si    e   son dos campos  -completos en 

una variedad   y [   ]   [   ]  entonces sus 

flujos están relacionados por:              , para 

todo      . 

Demostración: Por la regla de la cadena se obtiene 

))(()])(,([

))]((),([))]((,[

|)))(((|))(())(( 00

pYXpYXX

pYXXXpYXX

pYXX
dt

d
pYX

dt

d
pYX

ds

d

ss

sss

tstttss





















 

 

entonces )())(( pYepYX s

s

  . 

Por otro lado el flujo de )(YX s


 es 

sts XYXt 1  mientras que el flujo de Ye s
 

es 
te sYt  . Luego 
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.y, todopara),()(1 MptspYpXYX
tests s   R

 

 

Proposición 3  Sean   e   dos campos  -completo 

en una variedad   con  [   ]   [   ] . Sea 

  (     )      una aplicación tal que 

 (   )         , entonces   es una acción diferencial 

afín. 

La aplicación   es diferenciable ya que los flujos de 

los campos de   e   son diferenciables. Sólo falta 

probar que   es una acción. Sea Mp , se obtiene 

ppYpXYpXYp  )())(()()( 0001ln0)0,1(   

y además 

  )(

)(

)()()(

212
1ln

1

21211

21121121212211

lnln

lnln

)ln(),(),(),(

pXXYY

pXXYY

pXYpp

sstet

sstst

ssttsttssststs

s 









 

 
 

Por el Lema 2, se obtiene 

  ).(

))((

))((

 )()(

),(),(

),(),(

ln),(

lnln),(),(

2211

2211

2211

22112211

p

p

pXY

pXYXYp

tsts

tsts

stts

ststtsts























 

 

 

 

 

 

El grupo de isotropía de   es definido y denotado por 

}.)(:),{()( ),(0 pptsG tsp    RR  

Este es un subgrupo cerrado del grupo ),( 0 RR  . 

Además si RR  0)(pG  entonces las orbitas 

de   en cada punto Mp  es el mismo punto p  

, es decir esta dado por   ( )   . En este caso se 

dice que la acción afín es trivial. Se trabaja sobre 

acciones no triviales. 

Definición 11  La acción   es localmente libre si los 

grupos de isotropía   ( ) son discretos. La acción es 

foliada si todas las orbitas   ( )  tienen la misma 

dimensión. 

Si s,t es localmente libre, se sabe que una órbita de 

, 

  ( ) }),(:)({ 0),( RR  tspts  

es una variedad real de dimensión dos. Es difeomorfo a 

un plano o a un cilindro, es decir, el grupo de isotropía 

)(pG  es isomorfo a )}0,1{(  o a Z}1{ . 

Ejemplo 1  Si en el Lema anterior   es el campo 

radial, 

 ( )    

 

   

   

 

   

   

 

   

  

entonces el flujo del campo   cumple la siguiente 

igualdad: 

   todopara),( xeYexY s

te

s

t s

  

  .,,,),( 321 Mxxxxts  RR  

 

Como las órbitas del campo   son rectas que pasan 

por el origen de coordenadas, las órbitas de la acción 

afín obtenido por    e   todas son difeomorfas al 

plano. 

 

Acciones afines reales sobre una variedad compleja 

A partir de aquí   (     )      es una 

acción diferenciable afín, donde   es una variedad 

compleja y )(),( MAutts   (espacio de 

automorfismos holomorfos en  ). 

Sea 

),(),,,(),,,( 221121 yxiyxiyxiyxzzzz mmm  

, donde ),,,( 21 mxxxx   e 

),,,( 21 myyyy  . En estas coordenadas locales 

se expresan los campos X  e Y  como sigue 

)),(),(( 11

1 j

j

j

j

m

j y
yxh

x
yxgX













, 

).),(),(( 22

1 j

j

j

j

m

j y
yxh

x
yxgY













 

Sea TMTMJ :  el operador lineal de 

estructura casi-compleja inducido por la estructura 

compleja sobre M  (es decir 
jj yxJ





 )(  y 

jj xy
J





 )(  ). Entonces  

)),(),(( 11

1 j

j

j

j

m

j y
yxg

x
yxhJX













 

).),(),(( 22

1 j

j

j

j

m

j y
yxg

x
yxhJY













 

Por (2), se tiene 0],[],[  JYYJXX  y también 

 ̃   

 
(    )  e  ̃   

 
(    ) , luego se 

obtiene 

 ̃  


m

j 1

)(1 zf j

jz


          

 ̃  


m

j 1

)(2 zf j

jz


, 

donde  

)()()( 111 zihzgzf jjj   y 

J J
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)()()( 222 zihzgzf jjj 
 

son holomorfos y  
 

   
 

 

 
(

 

   
  

 

   
) (véase [4, pp. 

126]). Es decir, los campos X
~

,  ̃ son holomorfos. 

Como el flujo del campo X  es  

,),,((),(),( ,1

)0,()0,(
yxyxyxX x

ees ss  
 

)),(,),,(),,( ,

)0,(

,1

)0,(

,

)0,(
yxyxyx ym

e

y

e

xm

e sss  
 

 

,),,((),(),( ,1

)0,()0,(
yxyxyxX x

ees ss    

)),(,),,(),,( ,

)0,(

,1

)0,(

,

)0,(
yxyxyx ym

e

y

e

xm

e sss    

entonces el flujo de JX  está dado por  

,),,((),()( ,1

)0,(
yxyxJX y

es s

)),(,),,(),,( ,

)0,(

,1

)0,(

,

)0,(
yxyxyx xm

e

x

e

ym

e sss    

y para X
~

 es 

 ̃    (   )     ( JY )
 
(   )  ( JY )

 
    (   )  

Más adelante se presentan ejemplos donde  ̃     no es 

necesariamente un flujo periódico de período 2πi, es 

decir no necesariamente se cumple 

 ̃        ( )   ̃    ( )                           

Serán integrables los campos X
~

 e  ̃  ?, es decir, 

existirá una foliación holomorfa singular de 

codimensión uno generado por estos campos. Para esto 

se requiere analizar la relación entre los campos con 

respecto al corchete de Lie. 

Como ],[  es bilineal se cumple 

]},[])),(([{
4

1

]},[]),[],([{
4

1

]},[]),[],([{
4

1

]},[]),[],([{
4

1

]},[]),[],([],{[
4

1
]

~
,

~
[

JYJXYXYXJiY

JYJXYJYJXJXJYXiY

JYJXYJYJYJXJXJXJYXiY

JYJXYJXJYXiY

JYJXYJXJYXiYXYX











 

por otro lado, por el teorema de Newlander-Nirenberg 

(véase [8, pp. 96] y [9])  

,0],[],[],[],[  YXJYXJYJXJJYJX  

entonces ]),([],[ YXYXJJJYJXY   

reemplazando en la ecuación anterior tendremos 

[ ̃  ̃]   
 

 
  ̃  

donde  ]),([ YXYXJZ  . 

Haciendo   ∑ (  
 

   
   

 

   
) 

    tendremos que 

)}.()()()(

)()()(){(

)}()()()(

)()()(){(

21212121

21212112

1

12211221

21212112

1

ii

j

jjii

j

jj

ii

j

jjii

j

jj

m

j

i

ii

j

jjii

j

jj

ii

j

jjii

j

jj

m

j

i

gg
y

hhgg
x

gg

hh
y

gghh
x

hhv

hh
y

hhhh
x

gg

gg
y

gggg
x

hhu





















































 

Proposición 4  Sean X
~

, Y
~

y   los campos 

vectoriales definidos anteriormente. Las siguientes 

afirmaciones son equivalentes:  

a) [ ̃  ̃]    ̃  
b)       . 

c) [     ]   . 

 

Demostración: (a)   (b): La condición [ ̃  ̃]  
  ̃  implica que  

 
 

 
  ̃    ̃  . Ahora usando la definición de Y

~
 y 

Z
~

 tendremos  

.
2

1

2

1
iJYYZiJZ   

De esto se obtiene  JYZ 2  . 

(b)   (c): Por el teorema de Newlander-Nirenberg se 

tiene 

,0],[],[],[],[  YXJYXJYJXJJYJX  

aplicando el operador J  se tiene:  

.0],[],[],[],[ 22  YXJJYXJYJXJJYJXJ

 

Por la definición del operador J , se obtiene 

0],[],[],[  JYJYXYJXJYJXJ  

JJX,JY2JYJY 0  JJX,JYJY  JX,JYY.

 

(c)   (a): Usando la condición YJYJX ],[  

junto con el teorema de Newlander-Nirenberg  

.2],[

],[],[]),([

JYJYJYJYJYJXJ

XJYYJXYXYXJZ





 

Luego  

.
~

)
2

22
(

2

1

)
2

22
(

2

1
)

2
(

2

1~

2

1
]

~
,

~
[

Y
iYJY

i

iYJY
i

iJZZ
iZiYX












 

  
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Proposición 5  Sean X
~

, Y
~

y Z  los campos 

vectoriales definidos anteriormente. Las siguientes 

afirmaciones son equivalentes:  

a) [ ̃  ̃]     
b)    . 

c) [     ]    . 

 

Demostración: Similar a la prueba de la 

proposición anterior. 

 

Ya que X
~

 no necesariamente es periódico entonces 

tendremos un mapeo multivaluado   ̃  

MMm CC*
,  ̃ (   )   ̃   ̃   . 

El conjunto CC   es un grupo de Lie complejo con 

la operación  , definido por:  

.),(),,( todopara),,.(),(),( 2211121212211 CC  tststtssststs 
 

Definición 12 Una acción holomorfa   (    )  
    del grupo (      )  sobre una variedad 

compleja   de dimensión por lo menos tres es 

llamado acción holomorfa afín. 

 

Teorema 3  Si      y [     ]    con X
~

 

cuyo flujo es i2  periódico entonces  ̃  es una 

acción holomorfa bien definida del grupo de Lie 

),( CC 
 sobre 

mC . 

 

Demostración: Cuando la variedad M  es 
mC  por 

el Corolario 2.2 de [4, pp. 130] los campos X
~

 e  ̃ 

son  C -completos. 

Por hipótesis  YJYJX ],[  y por la Proposición 5 

se obtiene [ ̃  ̃]    ̃. Por otro lado como el campo 

X
~

 tiene flujo 2πi periódico,  ̃ está bien definido. 

Usando la Proposición 2 de [5, pp. 22]  ̃ es una acción 

holomorfa del grupo  ),( CC   sobre 
mC . 

 

Demostración: Similar a la prueba de la 

proposición anterior. 
 

 

Ejemplo 2 Dados los campos 












 )()(

2211
222211 yxyx

yxyxX   

)( 3333
3 3y



  yx
x

  

 

donde Z32 ,  e   
 

   
. Estos campos 

satisfacen la [   ]    . 

Se tiene 




















 )()(

2

22

2

22

1

1

1

1
x

y
y

x
x

y
y

xJX   

)(
3

33

3

33
x

y
y

x








  

 

Luego 

3

33

2

22

1

1

33

33

22

22

11

1

3

33

3

33

2

22

2

22

1

1

1

1

3

333

3

333

2

222

2

222

1

11

1

11

3

333

3

333

2

222

2

222

1

11

1

11

)()()(
2

1

2

1

)()(

)()()()(
2

1

)()(

)()()()(
2

1~

z
z

z
z

z
z

y
i

x
z

y
i

x
z

y
i

x
z

y
iz

x
z

y
iz

x
z

y
iz

x
z

y
iyxi

x
iyx

y
iyxi

x
iyx

y
iyxi

x
iyx

y
ixy

x
iyx

y
ixy

x
iyx

y
ixy

x
iyxX






























































































































































































 

y  ̃  
 

   
. Satisface [ ̃  ̃]    ̃. El flujo del campo 

X
~

 está dado por  ̃ ( )  (      
       

     ) . 

Como Z32 ,  , tX
~

 es periódica de periodo2πi. 

En este ejemplo se observa que los campos X  y JX  

no tienen flujo periódico pero sin embargo el campo 

holomorfo X
~

 tiene flujo periódico de periodo 2πi. 

Ejemplo 3  Sea   (     )        dado por  

   skxsxskyxts )ln(),( 112

1

1),(  

 ,)ln(,( 212

1

2 skysyskkt  
 

,,,,( 3322
3322 ysxsysxs



.),(  todopara 0 RR  ts  

Es una acción diferenciable afín. Calculando los 

campos asociados a  . 

 

 

3

33

3

33

2

22

2

22

1

212

1

211

33332222212211

0
3322

21221121

0
)0,(

)()(

),,,,,(

),,,

,)(,)((

),(,

3322

y
y

x
x

y
y

x
x

y
yyk

x
xxk

yxyxyykxxk

yexeyexe

ekysyekekxsxek
s

yx
s

yxX

s

ssss

ssss

s
e s



























































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 

 

.

0,0,0,0,0,1

),(,

1

0

),1(

x

yx
t

yxY
t

t

















 

Estos campos satisfacen [   ]    . 

Los campos X
~

 e  ̃ están dados por 

1

3

33

2

22

1

21

~

)(
~

z
Y

z
z

z
z

z
zzkX



















 

 

donde ikkk 21    y  ,iyxz jjj   para todo 

.3,2,1j  

También se verifica [ ̃  ̃]    ̃, y el flujo del campo 

X
~

 esta dado por 

 3221
32 ,,)()(

~
zezeektzzkezX

tttt

t


 

 

Ct  todopara  

 

el cual no es periódica, dado que  ̃     ( )   ̃ ( )   
 

3. Resultados y discusión 

Sea MMAff )(: R  una acción 

diferenciable afín de 
)(RAff  sobre una variedad 

diferenciable M , entonces existen dos campos 

diferenciables  -completos X  e Y  tales que: 

YYX ],[ . Si sX  e tY  denotan los flujos de los 

campos X  e Y  entonces  stts XY ln),(  . Lo 

recíproco también es cierto, es decir si tenemos dos 

campos diferenciables R -completos X  e Y  tal 

que YYX ],[ , entonces 

MM  )(: 0 RR  dado por 

stts XY ln),(   es una acción diferencial afín. 

Sea MMAff )(: R  una acción 

diferenciable afín de 
)(RAff  sobre una variedad 

compleja M  tal que  )(),( MAutts  , para todo 

 )(),( RAffts . Sea TMTMJ :  el 

operador de estructura casi-compleja inducida por la 

estructura compleja sobre M . Definimos  ̃  
 

 
(   J  )  e  ̃   

 
(   J  ) . Como 

s,t AutCm
 se tiene  ̃ e  ̃ son holomorfos, 

0],[ JXX  y 0],[ JYY . 

Usando las propiedades del corchete de Lie y el 

Teorema Newlander-Niremberg se prueba las 

siguientes relaciones equivalentes:  

,],[2
~

]
~

, X
~

[ YJYJXJYZYY   

donde ]),([ YXYXJZ  . 

Sea 
mmAff CCR )(:  una acción 

diferenciable afín de 
)(RAff  sobre una variedad 

compleja Cm
 tal que  )(),(

m

ts Aut C , para todo 

 )(),( RAffts . Cuando la variedad es 
mC  los 

campos  ̃ e  ̃ son C -completos. Asumiendo que se 

cumple una de las identidades equivalentes y si  ̃ es 

un campo cuyo flujo es necesariamente 2πi periódico 

entonces se llega a la caracterización de acción 

holomorfa afín usando un resultado sobre acciones 

holomorfas y con esto se obtiene el siguiente resultado. 

4. Conclusiones 

Sea 
mmAff CCR )(:  una acción 

diferenciable afín y )(),(

m

ts Aut C , para todo 

 )(),( RAffts . Sea X  e Y  campos 

 -completos asociado a  . Si YJYJX ],[  con  ̃ 

cuyo flujo es 2πi periódico, entonces  ̃  
(      )        definido por   ̃ (   )  

 ̃   ̃    es una acción holomorfa afín.  
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