Presentado: 29/04/2014

Anales Cientificos, 76 (1): 133-140 (2015) Aceptado: 09/07/2014

ISSN 003-2484 (Version impresa)

ISSN 1995-7246 (Version electrénica)

© Universidad Nacional Agraria La Molina, Lima — Per(
DOI: http://dx.doi.org/10.21704/ac.v76i1.774

ACCION HOLOMORFA AFIN QUE PROVIENE DE UNA ACCION
DIFERENCIAL AFIN SOBRE c™

HOLOMORPHIC AFFINE ACTION THAT COMES FROM A DIFFERENTIAL ACTION
AFFINEON C™

Alessandri Canchoa Q. * & Benito L. Ostos C.?

Resumen

Dada una accién diferencial afin ¢ : Aff(R)" xC™ — C™ | tal que para todo (5,t) € Aff(R)",
Pisy (z) pertenece al grupo de automorfismos de C™. Se sabe que esta accion asocia dos campos diferenciables
X e Y R —completos que estan relacionados por el corchete de Lie mediante la relacion [X,Y]=-Y .
Usando la estructura casi-compleja de C™, se definen los campos JX , JY y luego los campos X =
{(x=idx) e P=1(v-iJy)encm

Se resuelve el siguiente problema: Si [JX,JY]=Y con X cuyo flujo es periédico de periodo 2ri, entonces
¢ = Aff(C)xC™ — C™ dado por @) = Y;°Xins, €S una accion holomorfa afin.

Palabras claves: Accion diferencial afin, campos vectoriales R -completos, corchete de Lie.

Abstract

Given an affine differential action ¢ : Aff(R)" xC"™ — C™ | such that for all (s,t) € Aff(R)",
Pisy (z) belongs to the group of automorphisms of C™. It is known that this action associated two differentiable
fields X and Y, R -complete than are related by the Lie bracket by the relation [X,Y]=-Y . Using the
quasi-complex structure of €™, fields JX , JY are defined, then the fields campos X = %(X—i\] X)and
Y = %(Y— id Y) are defined in C™.

Solves the following problem: If [JX,JY]=Y with X whose flow is periodic of period 2mi, then @ =

Aff(C)xC™ — C™ givenby @ss) = Y,°Xins, is @ holomorphic affine action.
Keywords: Action differential affine, R -complete vector fields, Lie bracket.

1. Introduccién técnicas para resolver problemas de uno o del otro
Este articulo estd dedicado a encontrar condiciones lado.
necesarias para que una accion diferencial afin sobre Una accion diferencial afin es una accion diferencial

una variedad compleja induzca una accion - AFF(RY  xM = M del Aff(R)*
holomorfa afin. La importancia de este trabajo ¢ (R) #1gripo (R)

radica en el hecho que se pueda conectar campos sobre una variedad diferenciable M . Se sabe que
diferenciables con campos holomorfos y usar esta accion asocia dos campos R -completos y que
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estan relacionados por el corchete de Lie mediante la
relacion [X,Y]=-Y . Esto implica que podemos
definir u a foliacion diferencial de codimension
dimM —2. Cuando M es una variedad compleja,
se puede usar la estructura casi-complejade M, J,
para definir campos JX 'y JY que no
necesariamente son R -completos. Cuando ¢,
pertenece al grupo de automorfismos de M
(denotado por Aut(M) ), los campos X y JX
son conmutativos (lo mismo para Y y JY ). Los
campos X’z%(X—iJ X) e Y =§(Y—iJ Y) son

holomorfos pero no son necesariamente C
-completos. Se puede definir una aplicacion

multivaluada @ = Aff(C)xM — M , dado por

B s = ViKpns . para todo QtOF Aff@C |5
contribucion en este trabajo es el siguiente resultado:

Sea o= Aff(R)"xC" ->C" una
diferencial afin tal que ¢ (€ Aut (C™), paratodo
(s,t) € Aff(R)". si [JX,JY]=Y con X cuyo

flujo es 2z periddico, entonces @ es una accion
holomorfa afin.

accion

2. Materiales y métodos

Preliminares

En esta seccion se enuncian las definiciones y
propiedades que se usaran a lo largo del trabajo.

Campos vectoriales diferenciablesen R™.
Paracada X =(X;,X,,**,X,) en R™,

. o f0 0
consideremos la base canénica {7+, 5} del
espacio tangente T,R™, que por definicion es el
espacio vectorial {X}xR™.

Definicion 1 Un campo vectorial diferenciable X

en un abierto U de R™ , es una aplicacion
diferenciable que a cada punto X le asocia un vector

tangente X (x)de T,R™.
Esdecir X es:

X Hxlégﬁ E(mﬁ

donde X,,---, X, son funciones diferenciables en

u.

Asociadoa X tenemos el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales

m

134

1
dx = X (X) @
dt
Teorema 1l (Teorema de existencia y unicidad)
Para el sistema anterior se verifican:
1. Sea U c R™ un conjunto abierto. Para cualquier
x € U existe un intervalo abierto I, = (a,, b,) C
R, y una funcién diferenciable ¢,: I, — U tal que
@ =x , ¥ e =X(p:®),
para cadaten I,.
2. Si existe otra solucion local ¢y:1; — U de X
en x, entonces ¢, y @, coincidenen I, NI,.

Demostracion.-. Vease en [7, pp. 17]
La funcion ¢, : |, = U esllamada solucién local

de (1) que pasa por X.
A partir de este teorema se verifica lo siguiente: para
cada XeU existe una  Unica  solucion

@, - I, —>U con la propiedad de que cualquier
otra solucion v : | —U de (1) satisface | < |,

y ¥ =0, |, . La solucion ¢, es llamada solucion

maximal de la ecuacion (1) que pasa por el punto X.
En este caso el intervalo méaximal se denotard por

I, = (a(X), o(x)) . Las funciones
—a(x), (x): U —>(0,400) son  semicontinuas
inferiores.  Si  @(X) <oo para algin XeU
entonces ¢, (t) escapa de cualquier conjunto

compacto en U cuando t tiende a w(X) .

Similarmente, si ¢r(X) >—oo para algin X €U

9, (1)
compactoen U cuando t tiendea a(X).
El conjunto Q={(t,x)eRxU : a(x)<t<w(X)} es

llamado dominio fundamental del campo X . En este
conjunto se define la aplicacion diferenciable:

o QcRxU > U
(t,x) = o(tx) =)
y satisface lo siguiente:
e (0,x)=x paratodo X en U,y
o o(t,p(s, X)) =p(t +5s,X), donde quiera
que ambos miembros estén definidos. A @

entonces escapa de cualquier conjunto

se le denomina el flujo del campo X . En
adelante se denotara Xt(p) =o(t, p).

Definicion 2 Se dice que X es un campo R —

completo si en la definicién anterior Q=RxU .
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Definicion 3 Sean M y N variedades diferenciales y
X , Y dos campos vectoriales sobre M y N
respectivamente. Si p y g son dos puntos de M y N
respectivamente, se dice que X e Y son localmente
conjugados en p y q si existen dos conjuntos abiertos
Uc , VcN , pelU |, qeEV 'y un
difeomorfismo &:U —V , &(p) =q tal que
Dd o (X|y) =Yy .

Teorema 2 (Teorema del flujo tubular) Sea X un
campo vectorial diferencial sobre la variedad M y un
punto p € M tal que X(p) # 0. Entonces X es
localmente conjugada en p y 0€ R™ al campo

constante —— .
6x1
Para la prueba véase [7]. 0

Definicion 4 Sean M y N variedades diferenciales y
fiM — N un difeomorfismo. Si X es un campo
vectorial de clase C* en M, se define un campo
vectorial f*(X) en N de la misma clase dado por

fr@® =Df (f(®) - X(f®)), paratodo p € N.

Definicion 5 Sea X e Y dos campos en M .
Fijando un punto pe M vy otro punto te R,e
vector

V() = X, (Y)(p) = DX _ (X, (p))-Y (X, (p)).

estangentea M en p.

Definiciébn 6 EIl corchete de Lie de X e Y es un
campo vectorial [X,Y] definido por

d
[X,Y](p)=a

Lema 1l Sea x:U ¢ M — R™ una carta local. En esta
2
carta local se puede expresar X =7, a5 ©

a
Y=3", b =" p donde

c a@(

Entonces [X,Y]
0

=)
a; ahi—= |.
Yo T g
Para la prueba véase [1].

Proposicion 1 El corchete de Lie tiene las siguientes

propiedades

1. [,] es
b[XZI Y] y

[X,aY; + bY,] = a[X,Y;] + b[X,Y,] donde a y b
son constantes.

2. [X,Y]=-[Y,X].

Para la prueba véase [1]. 0

Las definiciones y resultados precedentes se pueden

extender si se cambia R"™ por C"
diferenciables por campos holomorfos.

bilineal: [aX; + bX,,Y] = a[X,,Y] +

y campos

(X{ (Y)(P)) o, Paratodo peM.

Campos vectoriales diferenciables en una variedad
compleja

Sea X un campo vectorial diferenciable en una
variedad compleja M de dimension M . Sea
TMEC=T*MDTOPM Ia descomposicion
usual del complexificado del fibrado tangente a M .
Denotemos por J : TM —TM el operador de
estructura casi-compleja inducida por la estructura
compleja sobre M . Entonces se tiene un isomorfismo

TM ~T*OM dado por X » £ = (X -] X).

Definicién 7 Diremos que un campo vectorial real X
sobre M es holomorfosi X es holomorfo.
Si X es holomorfo, se considera la ecuacion
diferencial asociada a (1):

dz _ v _ .0

i X(2), z(0) = z°.
La ecuacion anterior es equivalente al sistema de
ecuaciones diferenciales con condiciones iniciales

dt—X() —JX(z) ¢ =t+is, z(0) =2z
10 .0

donde a—g_—(z—la—s).

Se verifica

[x, X | = [X+ %1% - iX] = —2i[%, %] =0, @
esto es equivalente a

XioJXs=JX:0X; V(£ e R x R.
Por consiguiente los flujos de los campos X y JX
son conmutativos.

Definicion 8 Un campo vectorial real X es C
—completo si X esC -completo.

si X es C-completo, el flujo de X , £,,.(2)
X,°Y,(z) = Y;°X, (z) existe para todo ze M vy
paratodo t + is € C.

Un campo vectorial X es C-completo si y solo si
X y JX son R-completos.

Acciones afines reales sobre una variedad

diferenciable
Denotemos por Aff(R) ,
transformaciones afines con
funciones afines.

el grupo de Lie de
la composicion de

Un elemento f e Aff(R)

definido por f(X)=Sx+t, donde S,teR y
s#0. Dados f,geAff(R), f(X)=sx+t, vy
g(x) =s,x+t, : la composicion

f o g(X) =5;S,X+5s;t, +1, estambién afin.
Algunas propiedades de este grupo son:
1. Esun grupo de Lie de dimension dos, con dos

componentes conexas, denotados por  Aff(R)",
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Aff(R)™ y definidos por
Aff(R)" ={f(X)=sx+b : s>0}
Aff(R)” ={f(x)=sx+b : s<O}.
2. Aff(R)" no es abeliano, esto implica que no es

isomorfoa RZ.

3. Aff(R)" es difeomorfo a R?, esto implica que
es simplemente conexa.

Seael grupo (R_,xR,0), donde laoperacién o esta
dado por:
(S;,t,) o (S,,t,) =(s,S,,5,t, +1,), paratodo
(s1,t1),(s,,t,) eR 4 xR.

El elemento neutroes (1,0) yelinversode (S,t) es
(s,t)™" = (L,—L). Ademas es un grupo no abeliano y
esisomorfoa Aff(R)".

Definicion 9 Sea G un grupo de Lie diferenciable

con una operacion * y M una variedad
diferenciable (0 una variedad compleja). Se dice que

@ : GxM — M es una accion diferenciable del
grupo G sobre la variedad M cuando ¢ es un

mapeo diferenciable y satisface las siguientes
condiciones:

i) @(e,p) =p paratodo pe M), donde e es la
identidad de G.

i) @(g *82,p) = 0(g1,0(82,D))
0,,9, €G yparatodo pe M.

para todo

Definicién 10 Una accion diferenciable
@ ((RyxR)xM —> M, del grupo R_;xR

sobre una variedad diferenciable (o una variedad
compleja) M de dimension por lo menos tres es
Ilamado accion diferencial afin.

METODOLOGIA

Caracterizacion de acciones afines reales sobre una
variedad diferenciable.

En las dos proposiciones que siguen se da condiciones
necesarias y suficientes para que una accién de clase
diferenciable, ¢: (Ry, X R) X M — M, sea una accion
diferencial afin.

Proposicion 2 Sea @:(RyoXR)XM - M una
accion diferenciable afin. Entonces existen campos
R-completos X e Y tales que:
1. [X,Y]=-[Y,X].
2. Si X, e Y; denotan los flujos de los campos
X e Y entonces @) = Y Xipns.
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Demostracion: Como (s,t)= (ZLt)o(S,O), y siendo
Q una accion se cumple
Pis.ty = Patys.0) = Pty © Ps,0) -

Luego se puede asociar dos acciones, unaen R_; yla
otraen R sobre M :

RxM — M
tp) P ouy(p)

v RyxM — M y [
(8,p) = 9uo(P)

Luego se tiene dos campos R-completos:

0 0
X(z) = g‘ﬂ(esyo)(z) ls-o € Y(2) = a(p(l,t)(z) |0

que satisfacen la relacion [X,Y]=-Y . En efecto:

XO(P) = 500, X))o g

a((o(e’s,o) ° (0(1,1) ° (/7(630))( p) |t:0

d s d s
= 7¢(1,e’51)(p) lo=¢ afo(l,t)(p) lo=27Y(p).

dt
Luego

DX YIP) = & X (P ko= Y (P) o=~ (p).

De otro lado
(Yt ° Xlns)(p): (q)(l,t) © qo(e'”s,o))(p)

= ((0(1,t) °© Ps,0) )(p)

= ¢’(s,t)(p)-
.

Lema 2 Si X e Y son dos campos R-completos en
una variedad M y [X,Y]=—[Y,X] entonces sus
flujos estan relacionados por: Y,s; o X, = X, o Y;, para
todo s,t € R.

Demostracion: Por la regla de la cadena se obtiene

d yennm_ Oy _d e
XN = X D) o= X7 o (X e )P

= [X, X2(N1(P) = [X(X), XS (V)1(p)
= X ([X.YD(p) ==X (Y)(p)

entonces X (Y)(p)=e°Y(p).
Por otro

X (Y) es
t— X oY, o X, mientras que el flujo de €Y

lado el flujo de

es t—>Y_ . . Luego
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XoY o X (p)=Y,(p) paratodosteRy peM. ™

Proposicion 3 Sean X e Y dos campos R-completo
en una variedad M con [X,Y]=-—[Y,X]. Sea
@:(RygXxR)XM —> M una aplicacion tal que
Ost) = Ye°Xins, entonces ¢ es una accion diferencial
afin.

La aplicacion ¢ es diferenciable ya que los flujos de
los campos de X e Y son diferenciables. Sélo falta

probar que ¢ es una accién. Sea p € M , se obtiene

(P(l,O)(p) =Yy 0 X1 (P) =Y, (Xo(P)) =Yo(P) =P
y ademas

Dis, t)o(5,.15) (p)= Dlsys,.51t,+4) (p)= X|n(slsz) (p)

o
Sity +t;

= Yt1 OYsltZ © Xlns1 © Xlnsz(p)

= Ytl o (Yemltz o X, s, )0 Xin 5, (p)

Por el Lema 2, se obtiene
(D(sl,tl)o(sz,tz)(p) = Yt1 © Xlnsl OYt2 © xlnsz(p)

= go(sl,tl)(Yt2 © Xlnsz(p)) 0

= ¢(sl,t1)(¢(sz,t2)(p))

= (¢(51,t1) ° (p(sz,tz)Xp)-

El grupo de isotropia de ¢ es definido y denotado por
G (@) ={(s;) e R xR : ¢ (P) = p}-
Este es un subgrupo cerrado del grupo (R_; X R,°).
Ademas si G, (¢)=R_, xR entonces las orbitas

de ¢ encadapunto pe M esel mismo punto p
, es decir esta dado por O,(¢) = p. En este caso se
dice que la accion afin es trivial. Se trabaja sobre
acciones no triviales.

Definicion 11 La accion ¢ es localmente libre si los
grupos de isotropia G, (¢) son discretos. La accion es
foliada si todas las orbitas O, (¢) tienen la misma
dimensién.

Si €At es localmente libre, se sabe que una orbita de
e

0,(@) ={@s(P):(s,t) e R, xR}
es una variedad real de dimensién dos. Es difeomorfo a
un plano o a un cilindro, es decir, el grupo de isotropia

G, (@) esisomorfoa {(1,0)} oa {I}xZ.

Ejemplo 1 Si en el Lema anterior X es el campo
radial,

o) = 2 2 ? 9
(x)—x1a—xl+xza—xz+xaa—xg,

entonces el flujo del campo Y cumple la siguiente
igualdad:
Y, (x)=e"Y_, (e°x), para todo

(s,t) eRxR, x=(x,%,,%;)e M.

Como las 6rbitas del campo X son rectas que pasan
por el origen de coordenadas, las oOrbitas de la accion
afin obtenido por X e Y todas son difeomorfas al
plano.

Acciones afines reales sobre una variedad compleja
A partir de aqui ¢@: (R XR)XM —> M es una
accion diferenciable afin, donde M es una variedad

compleja Yy @, € AUt(M)  (espacio de

automorfismos holomorfos en M).
Sea

Z:(le22""vzm):(xl+iyllxz+iyz" X +|ym);( Y)
X=(4 % %,) e

,Y) - En estas coordenadas locales

, donde

Y=Y Yo

se expresan los campos X e Y como sigue

X = Z(g () - +h1(X v,

Y
i@mw—4ﬁmwﬁa
= OX; oy

Sea J .TM —>TM el operador lineal de

estructura casi-compleja inducido por la estructura
compleja sobre M (es decir 0)=0.
plej ( IG) =4, Y

J (%) =—4 ). Entonces

hi (x, y) +g( y)f)
oy,

i(
I =Y (-h? 9
Z( (x, y) +g( y)ayj)

Por (2), se tiene [X, JX] = [Y, JY]=0 y también
X’z%(X—iJ X) e Yz%(Y—iJ Y), luego se
obtiene
— 0
o2 @ — v
X—; i azj

donde

= oz

@) =gi@+in(@) y
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t2(2)= 9} (@) +ih’ (2)

son holomorfos y % = %(i - l—) (véase [4, pp.
J

126]). Es decir, los campos X ,
Como el flujo del campo X es

XX Y) =@ o (X Y) = (@ o (X ¥),
Py Y@ (V) o (X Y))

Y son holomorfos.

X (X Y) =@ o (X Y) = (90 o (X V),
Py Y, (6 Y) o (X Y))

entonces el flujo de JX esta dado por

(3X), (% Y) = (017 (%),
— Ol (%Y P (Y, @%MM)

~

ypara X es
RerisCey) = X2 (V) Gy = (V) X ().

Mas adelante se presentan ejemplos donde X,,;; no es
necesariamente un flujo periédico de periodo 2mi, es
decir no necesariamente se cumple

Xevissomi(2) = Xi4is(2) paratodo z€ M, t+is € C.

Seréan integrables los campos X e ¥ 2, es decir,
existira una foliacion holomorfa singular de
codimensién uno generado por estos campos. Para esto
se requiere analizar la relacion entre los campos con
respecto al corchete de Lie.

Como [, ] es bilineal se cumple

[X.Y]= %{[X,Y]—i([x, JYT+[IX, YD) -[IX, Y]}

1
=2y
4{

1
=2y
4{

1
=2{-Y
4{

- %{—Y SIIX =YY X YD) - [IX, Y}

—i([X, Y]+ [IX, Y]) - [3X, YT}
—i([X, JY = IX + IX]+[IX = IY +IY,Y])-[IX, Y]}

—i([X, Y = IXT+[IX =Y, Y]) -[IX, IV T}

por otro lado, por el teorema de Newlander-Nirenberg
(véase [8, pp. 96] y [9])
[IX,IY]-J[IX,Y]-I[X,IY]-[X,Y]=0,

entonces Y +[IX,JY]=J[I(X=Y),X+Y]

reemplazando en la ecuacion anterior tendremos
o 1 .
X, Y] = —EiZ,
donde Z =[J(X -Y), X +Y]

Haciendo Z = }.I- 1(% om; + v; 3y ) tendremos que

138

m o d
u=>{(h—h) (g +9})+(9;-93) - (g/ +9?) -
; J J 6XJ- J J ayj

o 0
(9j + gf)a(hf —h)—(hj + hf)a(hf -hD}

S 0 0
vi =2 L] —hy) (b +h?) + (g5 —g7) (' +h?) -
; J ] an ] J ayj

0 0
(g5 + 9,?)67(%1 -g7)—(hj+ hjz)ﬁ(gil_ 9"}
j i

Proposicion 4 Sean X , Y y Z los campos
vectoriales definidos anteriormente. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) [X,Y]=-

b) Z=-2JY.

c) UX,JYl=

Demostracion: (a) < (b): La condicién [£,7] =
—Y. implica que
—%[Z = —¥, . Ahora usando la definicion de Y y

Z tendremos
1 1

ZJZ+1=Z =Y —-1JY.
2 2
De esto se obtiene Z =-2JY .

(b) 2 (c): Por el teorema de Newlander-Nirenberg se
tiene

[IX,IY]-J[IX,Y]-I[X,IY]-[X,Y]=0,
aplicando el operador J se tiene:

J[IX,IY]-J°[IX,Y]-J°[X,IY]-J[X,Y]=0.

Por la definicion del operador J , se obtiene
J[IX, IY]+[IX,Y]+[X,IY]+JY =0

JEX, JY2:2JY [=JY HO & JEX,JY-MJY & X, JY-HY.

© ¢ (a): Usando la condicion [IX,JY]=Y
junto con el teorema de Newlander-Nirenberg

=[I(X =Y), X +Y]=[IX,Y]-[IY, X]

=-J[IX,JY]-JY =-JY - JY =-2JV.

Luego
1l 1.72-1Z 1. -2Jy -2iY
XY]=-2iZ =-"i =—i(———
[X.V]=-iZ ==Ji(= ) == i)
:_Ei(—ZJY—ZlY):_V.
2 2
U



Alessandri Canchoa Q., Benito L. Ostos C.
Anales Cientificos Vol. 76 No 1, pp. 133-140

Proposicion 5 Sean X , Y y Z los campos
vectoriales definidos anteriormente. Las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

a) [X,Y]=o0.

by Z=0.

¢) UX.jYl=-

Demostracion: Similar a la prueba de la
proposicién anterior.

Ya que X no necesariamente es periddico entonces
tendremos un mapeo  multivaluado ¢ =

C* XCm X M —> M , (;[) ) = ?to)?lns"

El conjunto C* x C es un grupo de Lie complejo con
la operacion o, definido por:

Luego

{(xlﬂyi) +(% - Ixi)—+/1(xz+lyz) +/1?(3/2 Ixz)—+
A% + |y3) +ﬂe(y3 Ixs)—}
:%{(xl+iy1)—Xl—i(x1+iyl)—+ﬂq(xz+iy2);72—12i(xz+iyz)%+
A5 (% + lya)——ﬂal(xg iy3) ayj

:l{z1 o |zl(—)+1222 ﬂ«zlzz +13 37 Az }

2| ox, oy,
1 .
:72——— Z,(——i—)+ A4z,(——i—
Z{Aaxl )t z(axz a/2> 4 3<6X3 aya)}
0
=z Az Z,—
162 + 252 2+ﬂ3 Saz

(s1,8) o (S5,1,) = (8,.8,, St +1,), paratodo (s,,1,), gﬁatg?.esgsfég' [X,7] = —7. El flujo del campo

Definicion 12 Una accién holomorfa ¢: (C* x C) X
M — M del grupo (C*x C, o) sobre una variedad
compleja M de dimension por lo menos tres es
Ilamado accién holomorfa afin.

Teorema 3 Si M=C vy [JX,JY]=Y con X
cuyo flujo es 27 periddico entonces @ es una
accion holomorfa bien definida del grupo de Lie

(C* xC.) sobre Cm.

Demostracién: Cuando la variedad M es C™ por
el Corolario 2.2 de [4, pp. 130] los campos X e?
son C -completos.

Por hipotesis [JX,JY]=Y y por la Proposicion 5
se obtiene [X,¥] = —Y. Por otro lado como el campo
X tiene flujo 2= periddico, @ estd bien definido.
Usando la Proposicién 2 de [5, pp. 22] @ es unaaccion
holomorfa del grupo  (C*xC,0) sobre C™.

Demostracion: Similar a la prueba de la 0
proposicion anterior.

Ejemplo 2 Dados los campos
— 2 d d o
X=X+t Y1)+ (WX o +4Y, 5) +

(A% 5 + Y o)
donde A,,A,eZ e Y= % . Estos campos
satisfacen la [X,Y] = —Y.
Se tiene
0 0 0 0

X = (Xli_ Y1 7)+(12X2 7—/12}/2 7)"’

ayl aXl ayz aXZ

0 0

(/13 X3 73 - /13 Y3 i)

X esta dado por X,(z) = (efzy, e™2tz,, e™3tz;) .
Como A,,A;€Z , X, esperiodica de periodo2i.
En este ejemplo se observa que los campos X y JX
no tienen flujo periddico pero sin embargo el campo
holomorfo X tiene flujo periddico de periodo 2.
Ejemplo 3 Sea ¢: (Rs, X R) x €3 — €3 dado por
-1
D0 00 9) = (ks + %, s+ +k)s+
\(—kt, (—kzs_1

(s2x,,s™ yz,s‘3x3,s‘6y3),
para todo (s,t) eR_, xR.

Es una accion diferenciable afin. Calculando los
campos asociados a ¢.

+Yy,Ins+y, +k,)s,

0
X (X' y): gq’(es‘o)(xl Y)
5=0

= s—s((—kle’s +X,5+ X +K)e* (ke +y,5+ Y, +k,)eb,

e Xz’e yZ'e Xsyelas)@)‘
:(k1+X1+X21kz+y1+y21/12X2J’zy21/13X'ﬂeys)

ay-l-ﬂ”ZZ X ﬂ?yZayz

s +ﬂays

—(I<+Xl+xz)ax1 +(ky + Y +Y,)
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0
Y(X' y) = a¢(1,t) (x,y)
t=

0
=(1,0,0,0,0,0)

0

= &
Estos campos satisfacen [X,Y] = —Y.
Los campos X e ¥ estan dados por

~ 0 0 0
X=K+2z,+2,) —+A,2, —+ 1,2, —
(k+2z, 2)621 %2 5 A o,
v_. 9
0z,
donde K=k +K,i y z;=x;+Y;i, para todo
j=123.

También se verifica [X,¥] = —Y, y el flujo del campo
X esta dado por

X, (2) = ((—ke’t +7,+ 2t + k)et,e’lztzz,e‘@‘z3)

paratodo teC

el cual no es periddica, dado que X,,,.;(2) # X.(2) .

3. Resultados y discusion
Sea ¢ : Aff(R)*xM —M  una accién
diferenciable afin de Aff(R)" sobre una variedad

diferenciable M , entonces existen dos campos
diferenciables R -completos X e Y tales que:

[X,Y]=-Y.si X e Y, denotan los flujos de los

campos X e Y entonces @y =Y, ° X5 Lo
reciproco también es cierto, es decir si tenemos dos

campos diferenciables R -completos X e Y tal
que [X,Y]=-Y , entonces

¢ (RyxR)xM > M
Psty = Yi © Xyys s unaaccion diferencial afin.

Sea ¢ : Aff(R)*xM —M  una accién
diferenciable afin de Aff(R)" sobre una variedad
compleja M tal que ¢, € AUt(M), para todo

(s,t)e Aff(R)" . sea J :TM ->TM el

operador de estructura casi-compleja inducida por la
estructura compleja sobre M . Definimos X =

H(x-=idx) e T=1(vy-idY)
el AUt@@™ € g tiene X e 7 son holomorfos,
[X,IX]=0 vy [Y,JY]=0.

S

Ins *

dado por

Como
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Usando las propiedades del corchete de Lie y el
Teorema Newlander-Niremberg se prueba las
siguientes relaciones equivalentes:

[X,Y]=-Y & Z=-2)Y <[IX,I¥]=Y,
donde Z =[J(X =Y),X +Y].
Sea ¢ : Aff(R)*xC"™ ->C" una

diferenciable afin de Aff(R)" sobre una variedad

accion

compleja C™ tal que Ps.y € Aut(C™), para todo

(s,t) € Aff(R)". Cuando la variedad es C™ los

campos X e ¥ son C -completos. Asumiendo que se
cumple una de las identidades equivalentes y si X es
un campo cuyo flujo es necesariamente 2xi periddico
entonces se llega a la caracterizacion de accion
holomorfa afin usando un resultado sobre acciones
holomorfas y con esto se obtiene el siguiente resultado.
4. Conclusiones

Sea ¢ : Aff(R)*xC"™ —->C"™ una
diferenciable afin y ¢, € Aut(C") , para todo

(s,t) e Aff(R)" . sea X e Y campos

R-completos asociadoa ¢.Si [JX,JY]=Y con X
cuyo flujo es 2w periédico, entonces @ =
(C*XC, o) xC™ - C™ definido por P (st =
Y.°X,,s €s una accion holomorfa afin.

accion

5.Literatura citada

[1] C.Camachoy A. Lins Neto: Teoria geométrica das
folheacbes. IMPA, (1979).

[2] R. Coutinho: Linearization of affine group actions;
Rio de Janeiro (2008).

[3] Dmitri N. Akhiezer:
Complex Analysis.
Moscow, (1994).

[4] F. Forsteric: Actions of MW, [ g @, L o
complex manifolds. Department of Mathematics,
University of Wisconsin, Madison, afio 1996,
pp.123-153.

[5] F. Forstneri¢: Stein manifolds holomorphic
mappings. Springer-Verlang Berlin Heidelberg,
Vol.56 (2011).

[6] J. F. Plante: Locally free affine group actions.
Transactions of American Mathematical Society,
Vol. 259, nimero 2, Julio de 1980, pp. 499-456.

[7] J. M. Sotomayor Tello: LicGes de equacBes
diferenciais analititcas. Instituto de Matematica
Puray Aplicada (Proyecto Euclides), (1979).

[8] C. Camacho y P. Sad: Pontos singulares de

Lie Group Actions in
Aspects of Mathematics,

equacdes diferenciais analiticas. 16 ° Coloquio
Brasileiro de Matematica, IMPA (1987).

[91 A. Newlander y L. Nirenberg: Complex
coordinates in almost complex manifolds. Ann. of
Math. 65 (1957), pp. 391-428.



