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El problema de Cauchy Local de un sistema dispersivo No Lineal de tipo
Benjamin — Bona — Mahony

The Cauchy problem local System type nonlinear dispersive Benjamin — Bona — Mahony

Segundo Teobfilo Vega Guadalupe!

Resumen

En el presente trabajo se estudia el sistema de ecuaciones no lineales dispersivas de tipo Benjamin-Bona-Mahony
para la propagacion de onda la cual incorpora efectos dispersivos. Nuestro objetivo es demostrar que el sistema
dispersivo o problema de Cauchy estd bien formulado localmente. Por esta razon se analiza varias propiedades de
las soluciones u(x,t), v(x,t) paraxelR, t>0.

Palabras clave: problema de Cauchy; sistema dispersivo no lincal BBM; buena formulacion local.

Abstract

In this paper we study the system of nonlinear dispersive equations of the Benjamin-Bona-Mahony type for the
propagation wave which incorporates dissipative effects. Our objective is to demonstrate that the nonlinear dispersive
system, or Cauchy problem, is well formulated locally. This is why we analyze different properties of the solutions u(x

,t), v(x,t) for xelR, t>0.

Keywords: Cauchy problem; BBM nonlinear dispersive system; good local formulation.

1. Introduccion

Consideremos una familia de ecuaciones dispersivas bajo
el efecto de disipacion

(1 -9 ) A u—a,0°0,v+a,0 u+ay’d v+a,d, (u”v) +u’d u=0

(1 -9 ) AV =a,0°0u+a,d v+au’d v+ad, (uv” ) +v79 v=0

(P) u(0)=u0, v(0)=v0

donde al,a2,a3,a4 son constantes reales
a2>0,0<al<l,u=u(x,t),v=v(x,t), son funciones reales de
variables reales x y t con xeR ,t >0 y p > 1,p un nlimero
entero. Aqui u_,v _,u,,v, denotan derivadas parciales con
respecto a X y t respectivamente. La existencia de las
soluciones del sistema que describe la propagacion de
ondas largas de amplitud pequefia y finita en un canal
de agua de profundidad constante, justifica la buena
formulacion local del problema de Cauchy.

Nuestro objetivo es estudiar las propiedades de las
soluciones reales u(x,t),v(x,t) del problema de Cauchy
(P), en el espacio de Sobolev HY(IR)=H*(IR)xH*(IR),cuya

norma es dada por

[ted| Hs(IR):H(u,v)H Hs(IR)= \/||u|

para s>1.

9

j—]“‘(lR) + ”V”iI’(IR))

Demostraremos que (P) estd bien planteado localmente
en el sentido de Hadamard, es decir:

P1. Existencia local de soluciones: Probar que existen
Te]O,T] y UeC ([0,T];Hs(IR))tal que satisface (P).
P2. Unicidad: Probar que existe a lo mas una solucion de
(P) en una vecindad del origen.

P3. Dependencia continia del dato inicial: Estudiar y
establecer, si es posible, la continuidad de la aplicacion
®—U en topologias convenientes.

Se usara el teorema del punto fijo de Banach para
probar que la ecuacion integral asociada al sistema tiene
solucion y es tUnica del problema de Cauchy (P).

2. Materiales y métodos
Preliminares
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En esta seccion se enuncian definiciones y propiedades
basicas que usaremos en el trabajo. La prueba de los
teoremas y proposiciones enunciados se pueden consultar

en [2],[7],[8] y [9].
Transformada de Fourier

Elespacio L'(IR") posee la multiplicacion que lo convierte
en un algebra de Banach.

Definicién 1. Siuve, L (IR" )deﬁnimos su convolucion
por (u*V)ﬁﬁ J, u(x=y)v
es conmutativa y asociativa.

Teorema 2. (Desigualdad de Young). Siu e L”(IR") con
I<p<wyvel (IR"),
wve (1) y o, =l ],

Teorema 3. Sean 1<p, q, r <o tales que —+—=1 +;. Si
uel’ (IR")y velL (IR”), entonces 7

utve Lr([Rn) y ||u*v||L’ Wil -

Proposicién 4. Sean k € L'([a,b]), k(t) > 0 para todo
tela,b]lyfeC([a,b]) tales que

ft) < g(t) + f; k(s)f(s)ds,a<t<b, entonces

(0= e+ ko)exp| [ kr)dr[gs)ds, a < t<b.(1)

En particular si g (t) =C= cte, se sigue que f(t) < C exp
[fa’k(s)dsj, a<t<b.

Lema 5. Para cada re IR existen constantes positivas
c,=c,(r)yc, c,r) tales que

¢ (1+§2r) < (1+§ ) =c, (1+§2r) , para todo &elIR.
Transformada de Fourier en L (IR")

Definicién 6. Secaue L (IR") la transformada de
Fourier de u, se define por

Fu (&)= u(§) (2;;)% . oitxE) u(x)dx,E € IR 2)

(»)dy xe. JR" La convolucion

entonces

y la transformada i]nversa de Fourier de u, como
. () = i(x8)
Flu(x) =u(x) = (Zn)"/2 f{Rne u(x)dx, EEIR , %

_xE e x,E (2%

Teorema 7. Sean u,v € L' (IR" )y o un nimero
complejo. Entonces

1. La aplicacion F: ! (]R” — [*(IR")es una

transformacion lineal acotada y [[Fuf. <—[u, .
2. F es continua. 7)
3. 1&12(} Fu (§)=0 (Riemann Lebesgue).
4. F(utv) (&) =Fu(§) + Fv(&) y F(au)(§) = aFu(f).
5. F(u*v) (&) = (27) Fu@Fv(E),EEIR",

Teorema 8. SiuerL(iR") y 0“ueL(IR")conaeN,

entonces

F (0"u)(©)=(1&)"Fu(&) si limu(x)=0.
Transformada de Fou‘r‘ler en L IR")
Siue,L(IR"), u(g)=—— [, " u(x)dr.E€ IR

en general no tiene selgntlcgo Para extender la
transformada de Fourier a la transformada de Fourier
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en I’ (IR") usaremos la propiedad de que el espacio
L(IR")N L*(IR") es denso enr’(IR").

Teorema 9. SiueL(iR")N I’(IR"), entonces Fue L (IR")
y[[Ful,;

Por lo tanto F:L](IR”)HLZ(IR”) —L*(IR") es un operador
lineal acotado, asi se tiene una Unica extension lineal
acotada, llamada transformada de Fourier sobre 72 (IR”)

Teorema 10. La transformada de Fourier sobre (IR”) es
un operador lineal, isométrico y sobreyectivo.

Por lo tanto existe la transformada inversa de
Fourier.: 2’ (iR") — L(IR"). Si

ue L(IR")y{u},_, es una sucesion en L' (IR") nr (IR”)
tal que la lim [lu, —u, =0 transformada de Fourier de u
enyr (IR" | Ta transformada inversa de Fourier de uen
L (1r") son calculadas por u(E)— hrn 1 Fuy, en 2 (R")y

u(x)— lim Fluenl? (IR")
Dlstrlbucwn Temperada.

El espacio de Schwartz es el conjunto de funciones
reales S (IR") = {ueC‘”(IR"):"u"“ g <too,para todo a,B
e N}, donde para cada par de multi-indices (a.p) €
N'XN", se tiene [u], , = sup [x“au(x)| < +oo.

A la funcién u se l)éemdenomina funcién temperada
y el espacio de Schwartz S(IR") es conocido como
el espacio de las funciones C*(IR") rapidamente
decrecientes.

lbe =71

SR") con la métrica d(u,v)= Ez\ah\ﬁ\w

es un espacio métrico completo.

Definiciéon 11. La sucesion {Mk }keN en S(IR") converge
au e S(IRY si (0,p) € N"xN™ ;}E}l"u’c —u||aﬁ =0.

La relacion entre la transformada de Fourier y el
espacio S(IR") esta descrita en el siguiente teorema.

Teorema 12. La transformada de Fourier es un

isomorfismo de S (IR") en si mismo.

Teorema 13. Sea u e S(IR") . Entonces

1. ues(Ir").

2. 0 () = (=) ('@ y (o°u) (€)= (i) acE)
El dual lo definimos como el conjunto  de las
distribuciones temperadas.

Definicion 14. T: S (IR") — IR define una distribucion
temperada, si T es una funcional lineal continua en
S(AR™ , es decir, T es una distribucion temperada si
y solo si:

1.T es lineal.

2.T es continua con relacion a la topologia de S(IR"),
esto es, si u,—u en S(IR"), entonces T(u,)—>T(u) en IR.

Asi, S'(IR") denota el conjunto de las distribuciones
temperadas.

SiTe, S'(IR")para u e S(IR") escribimos (T,u)=(T,u),
en vez de T(u).

S



S. Vega / Anales Cientificos 75 (1): 21 - 27 (2014)

Definicién 15. La funcion u € L, (IR") es una

distribucion temperada si la funcional lineal T
S(IR"—IR dado por T (v)= fl u(x)v(x)dx y € S(IR" )
es continuo.

Teorema 16. Los clementos de L’ (IR"), 1 < p < +oo, son
distribuciones temperadas.

Se prueba que L’(IR") es continua y esta densamente
incluido en §' (IR”) es decir, LP(IR”)u S‘(IR”)si 1<p
< . Por lo tanto, identificaremos a I’(IR") como un
subespacio de S‘(IR"). La distribucion T e§ (IR")
serd identificada con uy u(v)=(u,v) , ue S(R") 'y
v e S(IR"), en particular, si ue, L’(IR") I<p <o, se
escribe u(v) =f1R u(x)v(x)dx,v € S(IR”)

Definicion 17. Una distribucion temperada T €S’ ( IR" )es
una funcién en L, (IR")

siT, e S'(]R”)y T=T.

Definicion 18. (Derivada de una distribucién). Dados T
eS'(IR")y aeN"un multi-indice, definimos la o-ésima
derivada de T por (9°T,v)= —1)‘“‘ <T,8"v2, para cual-
quier v € S(IR") .Ademas, 3°T € S’ (]R ) .

Transformada de Fourier en S ( R")

Definiremos la transformada de Fourier en S'(IR")Via
la transformada de Fourier en S (IR”).

Definicién 19. Siue S(IR"), la transformada de
Fourier y la transformada inversa de Fourler de u
se define por <u v> <u V> y <u v> < ,parave
S(IR").

La topologia en S'(IR”)esté determinada de la manera
siguiente.

Definicién 20. Sea {u }, , una sucesion en S'(IR”) .
Decimos que u,—0 enS (IR")si k—+o, es decir, para
todo v E S(IR”): <uk,v> — () cuando k—+oo.

Como consecuencia resulta el teorema de extension.
Teorema 21. La transformada de Fourier es un
isomorfismo de S’ (IR”) en si mismo, es decir, f;s‘(lR")
—>S'(IR")es biyectiva, continua con inversa continua.
Proposicion 22. Siue S'(IR”) , entonces(a“u)A - (i)‘“‘ £
yo“u= (—')‘a‘ (x"u)" .

Definicion 23. Parase IR definimos el operador lineal
J5:S (IR") S (IR")por(J W= (1+\§\ ) , ue
S'(IR")denominado el potencial de Bessel de orden s.
J* esuna aplicacién lineal, continua y biyectiva.
Espacios de Sobolev de tipo L (IR")

Daremos una breve introduccion a los espacios de
Sobolev de orden s e IR en /R" a través de la
transformada de Fourier en S'(IR"). Ellos miden la
diferenciabilidad de las funciones en L’ (IR”)y son

de gran ayuda en el estudio de las ecuaciones en
derivadas parciales.

Definicion 24. El espacio de Sobolev de orden se
IR de tipo L*(IR") es el conjunto H* (IR” ), definido por

H'(IR") = {u ES(IR"): JueL (IR”)}’

(o1 ]

Usaremos la notaciéon en vez de.

s

Con norma H”Hm(mz) =

En particular =.

Teorema 25.

1.Si 0<s<t entonces H'(IR") — H*(IR")es
densamente continua. Ademas para todou €: H S(IR”
"M”SSHIJ”[ . En particular, los elementos de ”u”t para
s>0 son funciones medibles, mas precisamente,

son distribuciones temperadas que provienen de
funciones en [* (IR” )

2. H*(IR") es un espacio de Hilbert separable con el
producto interno definido

para todo u,v e H*(IR" |por _

(), = (10T g = f (1418 2P 0

es decir, via 1‘a transformada de Fourier H* (IR") =
LR (1+[¢ ) a8
3. Para todo sel
H*(IR").

4. Para todo k € N y para todo s € IR, D* es un operador
acotado enH “hacia H*™* (IR). Ademas "D u" =clul,,..

5. Sea s » n/2, s € IR. Entonces H* (IR) es un algebra
conmutativa en relacion a las operaciones de
multiplicacion de funciones punto a punto y para
cualquier u, v e H* (IR) , existe una constante c=c(s , n)
tal que ||uv||s < c||u v

el espacio S(IR") es denso en

S.

Teorema 26. (Inmersion de Sobolev). Sis»> 1/2 + k
entonces H'(IR) estid contenido continuamente en el
espacio Cfc(IR" de las funciones con k derivadas
continuas que se anulan en el infinito,

y”u”ck =c, ||Lt|| En consecuencia, si n=1 y $1/2 +k,

],

» =C

. H ‘
=C
R 12 s

u

- =
.\"

El problema de Cauchy local
El problema de Cauchy (P) es equivalente a
Ao U(t) + Bo_U(t) + 0 F(U(t)) =0, U(0) = (u,v,) (3)

| 1= -a@; a0
donde A= 5 , |,B= ,
-a,0> 1-9° 0 a
4 v ya, (u v)+—l u
FU= p+1 p+1 4
U= ) 4)
4 p+'+a4(uv )+—vp+l
p+l1 p+1

De la ecuacion (4), obtenemos U(x, t) = U (x) -
foA (Ba U(x,7)+0,F(U(x, r)))dt , para justificar
esta igualdad, analizamos la existencia del operador .

Teorema 27.Si0 ca <1ys=>2,entonces A:

H’xH® — H*?xH*es un operador lineal, simétrico,
biyectivo y para g=(g,,g,) € H*>xH'* se tiene

23
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g(x)= K*g(x) (5) donde K= (Klr)l,Fl,Z y K,(x)=

ﬁ IR e['Exatr (E)di;‘ , con (A_] 3(5) = (alr (S))I.r=1,2 :

Ademés, K, € L'(\L"para 1,1=12.

Demostracion. La lincalidad del operador A es
inmediata. Probemos que AfeH*>xH*? . En efecto,
sea f=(f ,f)e H'xH"con s>2. ,
”Af"m 2xH*? ”‘I fl ala f2|| ”_alaif1 +szz||s-2

Por la desigualdad de Cauchy Schwartz, la inclusion
continua del espacio de Sobolev de H'en H*? yel
hecho de que el operador 9 _: H*™" — H* es acotado,
tenemos [Af], e < (1+|a1| )||f||H L <00, entonces
R(A) CH™xH*? Probemos la inyectividad del
operador A. Para U =(u,v)e H'xH® ,s>2, usando
integracion por partes y la inclusion continua tenemos

(AVU) s, 2 s (1~ o, + (1=a])
De|al|< 1 se tiene (14q,))> 0, por 10 tanto <AU U,

"V"Lz 2.2 > 0. En base a esto se prueba que el
operador A es inyectivo. En efecto, sea AU=AYV, entonces
A(U-V) = 0. Asi 0 =(A(U-V),U-V) ,  =|U-V]

luego el nucleo ker (A) = {0}. De ahi que existe .

2 Jull; +

xI?

Probaremos que el operador A es simétrico. En efecto,
sea U=(uu,), V=(v,,Vv,) eH“(IR" $>2, se tiene

(AU, V>LZ o= <ul,vl>L2 + <u|,v >L2+< a ul,V1>L2+<—alaiu2,vl>L2

+<_alaxul’v2>Lz+ <u2,v2 >L2 +<—aiu2,v2>1} .

Usando la integracion por partes y la inclusion continua
obtenemos (AU,V), . =(AU.V),. . , entonces A es
simétrica. Que A es sobreyectiva, dado g=(g.g)e€
H* 2 xH* existe f=(f . f)eH xH" tal que Af=g. En
efecto, de A(f,,f)) = (g,.g,) se tiene que
(1—62)ﬁ—a162f2 =gl;(1—62)f2—alazf1 =

Luego, aplicando la transforqua de F@urler respecto
de la variable espacial, (1+.§ ) fi(6) alfz "8 (&) s
de donde }(§)=_a1§ 82(5) (1+§ ) (&)

‘ (1+8) -a’E* ;
v —aE g (8)+(148)8.(8)

£(8)= Luego, para g=(g, g,)
2 (l+§2)2—a12§4 1,52/,
ey —a1§2§z(§)+(1+52)é1(5)2 - a8 (E) (1 8)e @)
fm(l & ) (1_'_59)2_01254 dg + fm(] & ) (l+§2)z—a,2§4 g

Via transformada de Fourier, se tiene
1+& -a &’

g | 15T 8 (8] 0 (40
-a,& 1+&° 8(©®

(1+&) -ae' (1+&) -aie'
= (a,(5)8E) =K, (©)z®)=(K*g)' (&)

De donde se concluye que y por definicion de norma
en se verifica que A”'gE H'xH' siempre que g=(g,.2,)
e H.v—Zst—Z.

De la definicion de K (x):
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1 iEx 1+§2
V2w f’Re (1+§2)2—a12§4d

1 iEx a ‘Ez
N2 f’Re (1+§2)12—a12§4

K, (x)=K,(x)=

K,x)=K, (x)=

d§' Del lema 5,

11

1+& 1 C T
“ 7 m()_]g"gsmﬂmgz“\g

Asi, K|, € L”. Por demostrar que . En efecto,

JulKu@lde= [ |Kylde+ [ K, |dx donde
la primera integral del segundo miembro existe. De la
definicion de K|, para x=0, K (0)=existe. Para x#0,
integrando por partes K  (x)=d&-d&

Donde u(§) v(§) = [u(S) v(§)-u(-¢) v(-§)] , como Oca,

<1, los coeficientes de cada término del numerador
estan acotados. Luego, existe C>0 tal que

=S < R S S S I S
" ea-aEt]

2 .
pues (1 +§2) -alEt =1 +(1 —af)§4 . Teniendo en cuenta que

[1 +(1-af )% |§|]4 < c[1+(1 _,qﬁa)i(fg|“q< a, <1,en (7)

1 2 4
se tiene |K11(x)|S%flR o]+l +|1§| |§|
[1+(1—a12)4|§|

1+(1-a?)" |§|}

= f 1 —converge en (7) setiene
C dx

que ‘K”“?.De donde f\x\>1 “(x)ldx =C kit 2 < 0. Por
consiguiente, k,, €L, asi K,, = K,, € L' L” De igual
manera se prueba que K,,=K, €L'NL”

dg (8)

para n=2,4,6,8, se cumple |§|" <C
y para t=4,6,8, 1012
la mtegralf

Teorema 28. Seag=(g,g)EH xH",s€IR,s>1y0«
a, <1. Entonces (K.*0,_g) € H'xH* y existe una constante
po H°xH* = C"gl H'xH* *
Demostracion. De (6) y del teorema 27 tenemos que
(K*0, g)(x) =( (a,)) 0,g,(x)+ (a,) 0,8,(x) , (a,) 0, g,(x) +
(a,,)0.g,(x) ). Aplicando la definicion de norma en el
espacio de Sobolev , el lema 5 y teniendo en cuenta
que O«<a, <1,se tiene

R1+8)

(1+§2)§

(14 -

«C, para G0,

Ik *o.g..,. <C (\gl@\ +l2,

2)d§

| (1+8)s
(1+ 5) 4g"
gl =Cf (1+€) (|g1(§)| +|8,&f )d§7||g|

Cc¢oo. Por lo tanto (K.*0 g)& H'xH"’ .
Existencia Local de Soluciones

Pero

|K*0.g

H*xH*

Se probara que existe T € ]0,T ] y (u, v) € C([0.7,]: H*xH")

tal que satisface (3). La derivada respecto al tiempo
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debe ser interpretada en el sentido de la topologia de

H’. La definicion de existencia local posee la propiedad
de persistencia de la solucion, es decir, la solucion en
cuanto existe, permanece en el espacio de H*
Proposicion 29. Sean U(0) = (u, v)H*xH e ,s>2,s €N,
a,a, a, a, nimeros reales con a,» 0,0 <a «1y p=I.
Si(u,v)e C [0.T; ]: H'xH" )es una solucion del problema
(4), entonces U(x , t) =U(x)- f A7 [BaU(x,7)+0, F(U(x,7))]
(ED)

Demostracion. Para $0, t € IR, como (u(t),v(t)) es
solucion de (4), U(t) = (u(t),v(t) ) satisface la ecuacion
A ot U(t) + B ox U(t) +ox F(U(t)) = 0, por el teorema
27 existe A™', integrando de 0 a t, resulta U(t) = U(0)
_ (:A“ [BoU(x)+d,F(U(T))] Esto significa que si U e
C%O,T] . ;°Y es solucion de (3), también es solucion de
(EI). Nos preguntamos, ;toda solucion de (EI) es solucion
de (3)?, para dar respuesta a esta pregunta necesitamos el
teorema del punto fijo de Banach. Para esto consideremos
el espacio métrico completo definido por el espacio de
funciones.

Y(T.R)={U=(u,v)e c(fo.r]:#°) sup [U()-U(0)
Lanorma en Y(T,R) es dada por HUH

<R}

yam — SUP HU( I)HH xH
donde s>2, (u,, vy) € sy, Ty R realéd’ ﬁosmvos Es
claro que (Y(T R),d) es un espacio métrico completo.
Para U eY (T,R), definimos la aplicacion P por (PU)
g)t) U0 = [ A [Bo, U ) +0, FU e, o) ]dT. Ve €[0.T]
Definido el espacio Y(T,R) y la aplicacion P se tiene
la siguiente proposicion.

Proposicion 30. Si s>2 y U(.,0) ggs, g, con U(.,0)
# 0 existen 7, positivos dependientes de ||U( ,0)

tales que P.Y(T,R)—>Y(T,R) es una contraccion. "

Demostracion.Probaremos que la aplicacion P satisface
el siguiente esquema p. y (7 §) v (7.R) c C([0.T]: H'xH*)
U— PU: [O,T] _)HS)CHS
t — PU(®)
y lo haremos en dos etapas.
Primera etapa.
Probaremos que P tiene rango R(P)C Y (T ,R)para TyR
positivos dependientes de ||U ("0)”1{“){11 elegidos
posteriormente. Por demostrar que: a. La aplicacion
P esta bien definida por (9) para cualquier >0y R>0, es
decir PU : [0,T] - H'xH".
b. Para cualquier T>0, la aplicacion PU: [0,T] — H'xH*®
es continua, esto es, PU € C ([O,T] :H'xH "') para todo
UeY (T,R).
c. Existen T =T (|U(.,0)],,.,,.)» 0y R=R, (|UC.0)],.,)
» 0 tal que la aplicacion P definida en Y(T,R))
tiene rango R(P) contenido en Y(T R).
En efecto:
a.(PU)(.,0) =U(.0) - [" A3 LBU( )+F(U(.,r))Jdr ,
aplicando el teorema 27 (PU)(,t) =U(,0)-

fOtK *0, [BU(., )+ F(U ]dT Por hipétesis
U(.,O) EH'xH" YSsh UE ge H’xH*® entonces
u(t)EH'y v(t)E H"De (4¥), F(U(.,1)) € H’xH’
pues para s>2, es un algebra de Banach, por lo tanto
pr (t),u"’+1 (t),u" (t)v(t), u(t)v” (t) y sus productos
por escalares pertenecen a H Por el teorema 28 K*0_
[BU(.,0)+F(U(.,t))]eH xH’y dado queH "' xH*" C H xH_
se concluye que f;K*a [BU(.,r)+F(U( r))]dr EH'xH'.
Luego (PU)(.,t) € H*xH* para cualquier te [0,T], lo
que prueba que P esta bien definida por (9).

b. Para

ol Pl -5
los teorema 27 y 28 se tiene

|Pu(1)-PU(1o)],.,, = [ |K*0.[BU (1) + F(U(.7))]

<C.(t=1)sup [BU(.)+ F(U (D)),
Cuando t —= 1, I expres1on converge a cero. Esto prueba
la continuidad de PU por la derecha de t. La
continuidad por la izquierda de t; se prueba de manera
analoga. Luego PU es continua en t;
c.Sean TH»0y R0y U(t) e Y(T,R ), para 0<t<T,
y el teorema de Bochner||PU(.,t)—U(.,O)| <
}’fo"K*a BU T +F(U( 18)]
|Pu ,0 =C. J,(|5¢
como F(U( ))

vp+1 up+1 u
a, + +a4(u v) a,
“p+l p+1 p+1

amos t < t, entonces
F % r \dr de

H‘A

dt

HOxH

o
dr elteorema 28,

HH xH* HF(U(',T))HII‘X”\)dT

+a4(uvp))(t) -

HxH

HxH

+
p+1

1 +] +
ﬁ[(l la ) (W ™) (o 1) !, o, + 12 )]
lPu(.0)-u(.0)|,.,. =M
S0+l el 1, o, 10

1

donde M=méx{ 15 (1+|a3|) Cla } Por definicion

del espacio Y (TR ):v(- H\ <R0+HU )],y -¥7E[O.T](11)
entonces u(r)], |0 (7)., <0000, V(.
<R, +[U(-0)[,. - YTE[ OT] (12)

Del mismo modo,Hv H SHU (59— =R+

o (.0),,....-¥YTE[O.T] (13)

Reemplazando (11),(12),(13) en (10) obtenemos
|PU(..t)-U(.0)|,,.... <M R +[U(-0),.,. +4]
(R +lv(-0),...)"'t, para todo t<T,Luego [pu(.)-v(.0),.,.

smmwMMMWMWWw%MW-
Eligiendo R, =|U(-.0)|,..¥ T, ol
se tiene ||PU +1)=U(.,0) ” <R, pax(a todo e gHI‘H]

1)- U("O)"H‘xH‘S R, asi

Por consiguiente, sup "PU
R(P)CY(T,R,). %"
Segunda etapa.

Para demostrar que existe 7 €[0,7,] YR €[0,R,]tal que
la aplicacion P:y(T,R)—Y(T,R) es una contraccion.
Enefecto si U=(u,,v,),V=(u,, v ,) €Y(T R)), aplicando
el teorema 27 y 28 < ||PU )-PV (.t )T|H .

cl|B|v (.t dr +C

||H‘xH‘
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I, |B|||F<V D-FU()],, dr (49
Pero"F ))—F(U(_,T)) . S
p+1[|a3|| e pr S | W - S:| n

e )] e A PR
wilﬂvf“ o] el st -t ). a5

Aplicando la norma en H' el hecho de que H‘es un
algebra de Banach para s=>2,

P .

pl Pl p-i i

V2 0 SCH"z“’IHIEH‘QHv H"le’

s s

i=0
P I

ul| s Cley =], Y] ol

uy" —uy H:‘C , — | D [, ), (16)
i=0 ’

p-1
v, = w ]| = ks = v+ v, | < Cla o =, Sl s,
i=0

=l Jva =], (17)

‘uzvg -y - lv
Clwl o =], 1)
Del mismo modo
||vl(r) < o <R +||U || L VTE[0,T,]
||u2(r) < e <R +||U " L VTE[0,T]]
De las desigualdades (16),(17), y (18) se obtlene

L —i+i
Hv2p+1 vlp+1 S <C||v2 (R +||U(.,O) HSst)p
=C |v,-vl, @+1) (R, +HU H ) (19)

p+1 17+1
[ =], < e

||u2v2 —ulv, =

(O] 20)
.yen

[
HH‘xH\ (p-'-l)(Ro“-HU("O)HH\\H*)IJ (22)
Reemplazando (19), (20), (21)y(22) en (15) obtenemos
[P ()= FOC),, < V(-0 () M)
(23)

Donde k,=méx {Cla,|,C,Cla,l}. Sustituyendo (23) en (14),
k,=max{CIBI,3k,C} y para todo t e [0,T ] :

[PU (1) =PV (1), sk [1+ R +[U(0)],.., ) |Td (U.V)

H'xH*
Eligiendo R,=R= ||U (.,O)"wa WiE[0,T; ] se tiene
|ra.v).

[PU(1)=PV ()], <[ 1+27 | (0)
Aplicar el supremo en [0,T ], d(PU,PV)=

sup [PU(-1)-U(0)],.,,. =k, 12 o), [ha@.y).
|P

S(p+1 (RO+||U .
r)—U(.,‘r)H .

H*xH*

(p+1)(RO+HU(.,O)

Jrevz -t < cpv(m)-v(r)

(p+1)(RU+HU(.,0

[

P

H'xH

Como k2[1+2p"U(-,0) : \]To —0 cuando T,—0%, de
la definicién de limite existe T =T ("U (O)"Hw) tal que

0¢ T, <8=5(Ju(.0)

A
M) , 8(x)= W .(24)

Asi d( PU,PV)< A d(U,V), con 0«1, lo que muestra que
P es una contraccion.

Por el teorema del punto fijo de Banach, existe una unica
UeY (T,R) - C([O,T] : HSxHS) tal que PU=U, es

26

decir, PU(x,t)=U(x,t)=U(x,0)- ) O’k*ax [BU(x,r)+F(U(x,r))]dr,
para todo te [0 ],lo cual muestra la existencia de
la ecuacion integral (EI) e(TYR)
A continuacion probaremos que la funcién U, solucion
de la ecuacion integral (EI), es la unica solucién de (3).
Teorema 31. Sea U=(u,v) € H'xH® ,s>2,s¢Z,
a,,a,a,a, nameros reales con a0 O« <1 y p un entero >1
Entonces ex1sten >0 y un par de func10nes (uw,v)
2
Ny

EC([O T|:H ) tal que (Bu,0yv) € C([O,T].

(u, v) satisface (4).

Demostracion. Por demostrar que la funcion U, solucion
unica de la ecuacion integral (EI) es solucion del problema
de valor inicial (3) y que 0 _U( x , t) existe. En efecto
consideremos U(x , )=U(x,0)- [ o,k *[BU (x.7)+ F (U (x.7)) Jg .
(25)

Hagamos U, (x, 0)=U(x,0) y U,(x, t)=-

fo axk*[BU(x,r)+F(U(x,r))]d‘r. Luego,U, (x,t) es
solucion del problema lineal AJU, (x,t)+BU, (x,0)=0,
U, (x,0=U(x,0)=(u,,v,). , y demostraremos que U (X, t)
es solucion de AJU(x,0)+B0 U, (x,t)+0 F(U,(x,t))=
0,U,(x,0=0. Sea h0 tal que t+h 0, T1, asi

M f 3.k *[BU, (x.7)+ F(U(x7))]dv (26)

Por el teorema del Valor medio para integrales de Bochner
en el intervalo [t,t+h] con t, e[t,t+h] y las propiedades
de limite cuando h—0" a (26), se tiene

U, (x, t)=—a_k*[BU xt)+F(Uy(x, )] En forma andloga,

1)
parah<«0 9,U, (xt)——a k*[BU (xt)+F( (x,t))]
Se concluye que a;Up( X, )=3;Up( , ) . Luego existe
GtIIJP(x,t) , integrando Ode 0 a t, Uy (x,t) =-
fia” [BaxUP(x,r)+axF(UP(x,t))]dr , asi, existe U,(x,t)
y es solucion de la ecuacion (3). Del mismo modo se
prueba que U=U, +U, es solucion de (3). Por el Teorema
de Inmersion de Sobolev se tiene H*xH’ —C_xC_ de ahi
que 8U(..t) EC([O,T]:H‘YxH“). Asi, 0 U(.,t) existey estd
dado por 9,U(.,H)=a,PU(.t)==A"9,[BU(.t)+ F(U(.1))]
que es una funcién continua en t € [O,T] con valores en
H’xH"® . Con esto se prueba la existencia local de la
soluciéon de (3)y la unicidad en . Queda por probar
la unicidad en C([O,T]:HSxHS).
Unicidad de la soluciéon local.

La unicidad de la solucion local del problema (3)
sera una consecuencia inmediata del siguiente teorema

Teorema 32. Sean U (.,0), V(.,0) € con s> 2. Entonces
existen T» 0y U,VE C([0,T]: H'xH" )soluciones de (3)
tales que U(x,0)=U(0), (x 0)=V(0)y

U (0)=V (1), <0 (50) =V (0)],,..,. €7 Ve E[0.T] (27)

H*xH*

H*xH®

Demostracién. Por el teorema 31, existen 7, )0yT;)0

0.7, |: Bt )y Ve €[0T, ]: Hoxt")

tales que U € C( V(O)]

con s >0, U= LH:V[) y V=(u,v,) que satisfacen las
ecuaciones

U(x, t) = U(x,0) - fOtA" [BGXU(x,r)+6xF(U(x,r))]dr
V(x, ) =V(x,0) - fOrA'l [BaXV(x,r)+ axF(V(x,t))]dt,
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para todo te[0,T], siendo T=min. TU(O),TV(O) Entonces
[o(-0)-V il < |U(0)-V (O, + GBS U (-7)-V (7)., 47
+c, [JFUn)-v (D), . (28)

Acotando, para ello usamos las ecuaciones (15), (16),
(17), (18) y como H “es un 4lgebra de Banach para s>2 y
por equivalencia de normas se tiene:

"F ))—F(V(.,r)) e M" u,v, —(uz,v2)|HxH
Donde M—max{(1+|a3|)N1’ |a,|N”,|a,|N"p} y N=max{
supHU supHV 7)| .- } -Sustituyendo en la

[0.7]

ecuacion (28) y hamendo C= C |B| +C,1, Obtenemos
||U(.,7:)—V(.,7:)|HAH < ||U V(.,r)| g

f(i"U(.,r)—V(.,r ||d‘r

Aplicando la desigualdad de Gronwall se tiene para todo

HXH >

H*xH®

te[0,T] |U (-, 7)-V (7). =[U(-0)-V(.0)[,. . e -
La que prueba el teorema.
Corolario 3 .Si U (0) en*xH con s>0, existen 7 =T(|u(0)],...)

»0 yUe C([O,T]:H“xH“) condU e C([O,T]:H‘xHS)
unica solucion de (3).

Demostracion Sean U y V dos soluciones de (3), con
datos iniciales U(0)=V(0), en (27), asi |U(-7) -V (-7)| 0 =

0, para todo te [O,T] . Esto prueba la unicidad local en
c([0.T]: H xH")-

Dependencia continua de la solucion local respecto del
dato inicial.

Veamos que la solucion depende continuamente del dato
inicial.

Teorema 34. Sean U (0), U(0) e g*xH*con U (0)—U(0)
enH xH'para s>2,neNy T«T (HU(O)HHW.)Entonces U —U
en C O,TJ:H ‘xH*| donde U, y U son soluciones del
problema (3) respecto a los datos iniciales U (0) y U(0).
Demostracién. Dado T<T(||U || ) por demostrar que
si{u,(0 } € H*xH" es una sucesion tal que hm U, (0)
=U(0) en H xH ; entonces existe n, € N de manera que
para cualquier n » y T« T("U . 3 U,—Uen
c([0.7]:H'xH") o lim sup ||U ~U(r)

n—>+0

=0, por el

H'xH*
teorema 31y (11); T
T( (0 ) (RO +||U ||H H) € 10,4 funcién continua
en U(O) si U (0)—U(0)en H* xH entonces

T(0.0)-T(0) = [V, (0)-00)], - As.1
es una funcion continua en U(0), y por lo tanto ex1ste tal

que T«T (||U N, )para todo n> ny; de este modoU esta
definida en [0,T] para todo n >.

esta definida por

v (t)”H‘ H O)| e R0 +M,
donde M= ,Z[U(B]”U” () -

J’_

H'xH*

Por el teorema 31 |U, (1)-U(r)
C,iB) f; m( ) v(.7)
L, fﬁw

Por el teorema 32 ,F(U, (- ( ), <MY (7)-U ()|

U,(-1)-U(. ) 0,0)-0(0)],,+c
—U ’1;)| dt - Aplicando la desigualdad
H°*xH*
de Gronwall,"U” (.,

0-U(1)],.. =

H'xH®

e =104 (0)
dt +C2

-U(0)

H*xH*

‘II\,\II’

=
H°xH*

CcT
s € ’t
H*xH

U,(0)-U(0)

<T. Al aplicar el supremo sobre t€[0,T] y limite cuando
n—-+oo se obtiene el resultado.

De esta manera queda probada la dependencia continua
de la solucion respecto del dato inicial, con lo cual el
problema esta bien formulado localmente.

3. Resultados y discusion

En este trabajo, se estudio el problema de Cauchy para
el sistema dispersivo no lineal de tipo BBM. El resultado
de la existencia y unicidad de la solucion local para la
ecuacion integral asociada al sistema, se ha obtenido
al aplicar el teorema del punto fijo de Banach; las
proposiciones 29, 30; los teoremas 31, 32 y el corolario
33; el teorema 34 garantiza que la solucion local depende
continuamente del dato inicial.

4. Conclusiones

Como se vio, el problema de Cauchy asociado al
sistema dispersivo no lineal de tipo BBM (P) esta bien
formulado localmente. Se recomienda trabajar en el
comportamiento asintdtico de la ecuacion (P), que
consiste en estudiar si es que la solucion global del
problema (P) decae o explota cuando t—-+oo.
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